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入試問題にチャレンジ (22)

0以上の実数 s，tが s2 + t2 = 1を満たしながら動くとき，方程式

x4 − 2(s+ t)x2 + (s− t)2 = 0

の解のとる値の範囲を求めよ．

【解答】 (2005・東京大学)

x4 − 2(s+ t)x2 + (s− t)2 = 0 · · · ①
において，x2 = X とすると，①は，

X2 − 2(s+ t)X + (s− t)2 = 0． · · · ②
ここで，②の判別式を D とすると，

D

4
= (s+ t)2 − (s− t)2

= 4st，

(②の解の和) = 2(s+ t)，

(②の解の積) = (s− t)2

であるから，s ! 0，t ! 0 より，




D ! 0，
(②の解の和) ! 0，
(②の解の積) ! 0．

したがって，②の 2 つの解はともに 0 以上であるから，①の解はすべ
て実数である．
ここで，

s+ t = k

とすると， {
s2 + t2 = 1，
(s− t)2 = 2(s2 + t2)− (s+ t)2

より，
(s− t)2 = 2− k2

であるから，①は，
x4 − 2kx2 + 2− k2 = 0． · · · ③

さらに，st 平面において，条件
s ! 0， t ! 0， s2 + t2 = 1

を満たす点 ( s，t ) の存在範囲は次の図の太線部分である．

O 1

1

s

t

これと直線 s+ t = k との共有点を考えることより，k のとり得る値の
範囲は，

1 " k "
√

2． · · · ④
以上より，①の解 xのとる値の範囲は，k の方程式③が④の範囲に少な

くとも 1 つの解をもつような x の値の範囲と一致する．
③を k について整理すると，

k2 + 2x2k − 2− x4 = 0

であるから，
f(k) = k2 + 2x2k − 2− x4

とすると，
f(k) = (k + x2)2 − 2− 2x4．

したがって，放物線 l = f(k) の軸について，
k = −x2 " 0

が成り立つので，③が④の範囲に少なくとも 1 つの解をもつ条件は，{
f(1) " 0，
f(

√
2 ) ! 0．

· · · ⑤
· · · ⑥

O

1
√

2

k = −x2 l = f(k)

k

ここで，
f(1) = 12 + 2x2 − 2− x4

= −(x2 − 1)2 " 0

であるから，⑤はつねに成り立つ．
また，⑥より，

(
√

2 )2 + 2
√

2x2 − 2− x4 ! 0

x4 − 2
√

2x2 " 0

であるから，
x2 "

√
8．

以上より，①の解 x のとる値の範囲は，
− 4
√

8 " x " 4
√

8．

コメント

k の値の範囲については，線形計画法を用いず，2次関数の応用や三角
関数の合成など色々ありますので，生徒の負担が少ない方法でやっていた
だくのが一番だと思います。



7
【例㗴 09】

,x yが਼ࣰをとってรわるとき， 2 2

x 2y 5
x y 15
+ +

+ +
の࠹と࠹ঘを求めよ。

【例㗴 10】

਼ࣰ tが0 t 2[ [ をຮたすとき，2࣏๏ఖࣞ 2 2x 2tx 2t 4 0� + � = の਼ࣰ解xのとりಚるの囲

を求めよ。

逆環 東大
②

⑤
_ d



ザ

除法の原理-
F を DIRE Q あまりRAF= RQ + R

の次数)〉(12の決戦



(剰余の細則← 除法の原理
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② 2が-7が+2=0
《恐品○

が (がっ)で
つには代入してゼロ となる数をさがす

* ⇒喆]

有理数解の候補-
整数係数 の次
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１７７A a 4=

【解๑】剰༪のఈཀྵ ← 「除๑の原ཀྵ」  

１７８A (1) ,x 1 2= � (2) ,
1

x 2
2

2= � ± (3) ,
143 i3

x 9
2

±�
=

【解๑】因਼ఈཀྵ（＆解の公式）

１７９A (1) 順に , ,
3 1

1
2 2
� (2) 2� (3) 5�

【解๑】解と係਼の関係＆ଲ称式のร形 (3)は「三乗三」の公式 or 次਼下げ
１８０B x 1+

【解๑】 剰༪のఈཀྵ，2 次で割った༪りは 1 次以下をax b+ とおき除๑の原ཀྵ
１８１B (1) ,a 7 b 13= = ଠの解は ,3 2i 1� � (2) 1195�

【解๑】(1)共ༀ解からの，ᶅKKK，ᶆช字અఈして係਼ർ較， 3 2i+ をେしてもよい。
    (2)1 解簡ୱ ⇒ 2 ช字のଲ称式ร形 （一ൢ化してશ化式をཱི式してもよい）

１８２B (1) 22t 9t 5 0� � = (2) ,
15i 21 15

x
4 2

�
=

± ±

【解๑】૮ൕ๏ఖ式
(1) 2x で割ってき換え（ଲ称式のร形），(2)2 ஊ階に 2 次๏ఖ式を解く。
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４９A (1) ， (2) ，

【解๑】三角関਼の૮互関係cos sin2 2 1K + K = ，
sin

tan
cos
K

K =
K
， tan

cos
2

2

1
1+ K =

K

５０A (1) 0 (2) 1
【解๑】三角関਼のร換公式 ,90 180K° � ° � K

５１A (1) (2) (3)
【解๑】三角関਼の๏ఖ式

５２B (1) ， (2)

(3)

【解๑】三角関਼の૮互関係
５３B (1) (2) (3)
【解๑】三角関਼の๏ఖ式
５４B ๏針： をཤ༽，ร換公式へ。






