
問題
のとき，次の等式を満たす の値を求めよ。１

　 　　　　　　 　 　　　　　 　

のとき，次の不等式を解け。２

　 　　　　 　 　　　 　

， ， は鋭角で， ， ， であるとき，次の値を求めよ。３

　 　　　　　　　　　　 　

で， のとき， ， ， の値を求めよ。４

次の式の値を求めよ。５

　 　　　　　　　 　

を和の形， を積の形にせよ。６

問題
における関数 の最大値と最小値を求めよ。７

また，最大値を与える に対する の値を求めよ。

関数 の最大値，最小値を求めよ。８

次の関数の最大値，最小値を求めよ。また，そのときの の値を求めよ。９

　　　 　　

のとき， であることを示せ。また，これを利用して， の10

値を求めよ。

次の値を求めよ。11
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実戦問題
のとき，次の方程式，不等式を解け。12

　 　　　　　　　　　 　

　 　　　　　　　　　　 　

を定数とする。 についての方程式 の における13

異なる実数解の個数が 個となるための の条件を求めよ。

地上にいる人が，高さ の高層ビルの屋上に立っている高さ の鉄塔を見る。14

鉄塔の上端を ，この人を ，鉄塔の下端を とするとき， が最大となるのはこ

の人がビルから何 離れたときか。ただし，この人の身長は無視することとし，また，

ビルや鉄塔の水平方向の大きさも無視する。

以下の問いに答えよ。必要ならば，等式 を利用してよい。15

　 は 次方程式 の解であることを示せ。

　 となる角度 ， を求めよ。た

　だし とする。

次の関係式が成り立つとき，△ はどのような形の三角形か。16
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　 　 ， 　　 　 ， 　　 　 ，１

　 　 　　 　 ，２

　　　 　 ， ，

　 　 　　 　３

　 ， ，４

　 　 　　 　５

　順に　 ，６

　最大値 ，最小値 　（後半）７

　最大値 ，最小値８

　 で最大値 ， で最小値９

　前半　略　　後半　10

　 　 　　 　11

　 　 ， 　　 　 ， ， ，12

　　　 　 ， 　　 　 ，

　 ， ， のとき 個13

　14

　 　略　　 　 ，15

　 または の直角三角形16
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　直線 と単位円の交点を ， とすると，

　求める は，動径 ， の表す角であるから

　　　　　　　　 　 ，

１

　直線 と単位円の交点を ， とすると，

　求める は，動径 ， の表す角であるから

　　　　　　　　　 ，

　点 ， をとり，直線 と単位円の交点を

　 ， とすると，求める は，動径 ， の表

　す角であるから　　 ，

　不等式を変形して　　

　 の範囲で を満たす の

　値は　　 ，

　よって，角 の動径 が右の図のアミの部分にあ

　るとき， は与えられた不等式を満たす。

　ゆえに， の値の範囲は

２
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　求める の値の範囲は，関数

　 のグラフが，直線 上

　またはそれより下側にあるような の値の

　範囲である。

　よって，右の図から　　

　不等式を変形して　　

　 の範囲で を満たす の値は

　　　　　　 ，

　よって，角 の動径 が右の図のアミの部分にあ

　るとき， は与えられた不等式を満たす。

　ゆえに， の値の範囲は

　　　　　　 ，

　求める の値の範囲は，関数

　 のグラフが，直線 上

　またはそれより下側にあるような の値の

　範囲である｡

　よって，右の図から

　　　　　　 ，

　不等式を変形して　　

　 の範囲で を満たす の値は

　　　　　　 ，

　よって，角 の動径 が右の図のアミの部分にあ

　るとき， は与えられた不等式を満たす。

　ゆえに， の値の範囲は
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　　　　 ， ，

　求める の値の範囲は，関数

　 のグラフが，直線 より下

　側にあるような の値の範囲である。

　よって，右の図から

　　　　 ， ，

　
･

３

　

･

　 ， ， は鋭角であるから　　

　 であるから， は第 象限にある。

　さらに， であるから， は第 象限にある。

　よって， より　　

であるから　　４

ゆえに　　

よって　　 ･ ･

また　　　 ･

次に　　　

より， であるから　

したがって　　

　 ･５

　 ･
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･６

（前半）７

　 　　　ただし　 ，

　 より， のとき　最大値　

　 　つまり のとき　最小値　

（後半）

　

とおく。８

この式の両辺を 乗すると

　　　　　　

よって　　　

したがって

　　

また， であるから

　　　　　　 ……①

①の範囲で は

　　 で最大値 ，

　　 で最小値

をとる。

　　 ･ ･９

　　

とおくと， から　　 　……①

①の範囲において， は

　　　　 で最大値 をとり，

　　　　 で最小値 をとる。

のとき ， のとき であるから，この関数は
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　　　　 で最大値 をとり，

　　　　 で最小値 をとる。

のとき　　 　　よって， より， であるから10

， であるから

　　　　　

であるから　　

よって　　

整理して　 　　　これを解いて　

であるから　　

　 倍角の公式　　 ，

証明　

　　　　　　

　　　　　　

　　　　　　

　　　

　　　　　　

　　　　　　

　　　　　　

　11

　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　

　

　　　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　　　　

　 とおくと　　 　……①12
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　 のとき　　 　　　　すなわち　　

　この範囲で，①を解くと　　 ， 　　　　すなわち　　 ，

　よって　　 ，

　 とおくと　　 　……①

　 のとき　　 ･ 　　　　すなわち　　

　この範囲で，①を解くと　　 ， ， ，

　すなわち　　 ， ， ，

　よって　　　 ， ， ，

　 とおくと　　 　……①

　 であるから　　

　すなわち　　 　……①

　この範囲で，①を解くと　　 ，

　すなわち　　 ，

　よって　　　 ，

　 とおくと　　 　……①

　 であるから　　 ･

　すなわち　　

　この範囲で，①を解くと　　 ，

　すなわち　　 ，

　よって　　　 ，

とおくと，方程式は　13

また， より　　
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よって， の における実数解の個数を調べればよ

い。ただし， を満たす は， であれば つあり， であれば つ

ある。

　 のとき

　 であるから　　

　よって， は重解 をもつ。したがって， の実数解は 個。

　 のとき

　 であるから　　

　 すなわち を解くと　 ，

　したがって， の実数解は 個。

　 が に実数解を つもつとき

　　　　　

かつ 頂点の位置から

　この連立不等式を解くと　　

　このとき， の実数解は 個。

　 が に実数解を つもつとき

　このときは，次の ア か イ のどちらかである。

　　　ア　 が に重解をもつ。

　　　イ　

　ア のとき， を満たすから　　

　 のとき であるから，確かに重解 を にもつ。

　このとき， の実数解は 個。

　 のとき であるから， には解をもたない。

　イ のとき　　

　よって　　　　 ，

　このとき， の実数解は 個。

まとめると　 のとき 個，　 のとき 個，

　　　 ， ， のとき 個，

　　　 のとき 個，　 のとき 個

以上より，解が 個となる条件は　 ， ，
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人がビルから 離れているとする。

また，ビルの下端を とし，右の図のように，

， とすると

　　　 ，

したがって

　　　

　　　　　　　　

･

14

　　　　　　　　

であるから，相加平均と相乗平均の大小関係により

　　　　　 ･

等号が成り立つのは， かつ ，すなわち のときである。

であるから， が最大のとき， も最大である。

したがって，人がビルから 離れたとき， は最大となる。

　15

　 　　　 ･

　　　　

　　 ･

　　

　　 ･

　よって， は の解である。

　　　　　 ･

　　　

　　　 　……①

　ここで，①を満たす を求めると， であるから

　　　　　　 ， ， 　　　　　よって　　 ， ，

　ゆえに， ， は の 以外の つの解である。

　 であるから　　 ，
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　……①であるから　　16

よって　

　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　

また　　 ･

ゆえに，等式 から　

であるから　

この等式を更に変形すると　

　　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　　　 　……②

， ， は三角形の内角であるから

　　　　 ，

したがって， から

　　　　

同様に考えて　

よって，②から

　　　　 　すなわち　 　……③

　　　　 　すなわち　 　……④

① ③ から　 　すなわち　

① ④ から　 　すなわち　

したがって，△ は， が直角または が直角の直角三角形である。
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問題
を簡単にせよ。１

を簡単にせよ。

次の数の大小を不等号を用いて表せ。２

　 ， ， 　　　　　　　　　　　 　 ， ，

のとき， ， の値を求めよ。３

次の計算をせよ。４

　　

　 とおくとき， を で表せ。５

　 ， とおくとき， を ， で表せ。

の花粉を除去できるフィルターがある． より多くの花粉を一度に除去する６

には，このフィルターは最低何枚必要か．ただし とする．

問題篇７

のとき， の値を求めよ。８

次の方程式，不等式を解け。９

　 ･ 　　　　　　　　　　　 　

次の不等式を解け。10

　 　　　　　 　

　

ある自然数 に対して は 桁で最高位の数字が となる。11

， として， の値を求めよ。また， の末尾の数字を求

めよ。

を小数で表すとき，次の問いに答えよ。12

小数第何位に初めて でない数字が現れるか。

において，その初めて現れる でない数字を答えよ。

ただし， ， とする。
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実戦問題篇

連立方程式
･

　を解け。13

関数 について， とおくとき， を の式で14

表せ。また， の最大値とそのときの の値を求めよ。

不等式 が表す領域を図示せよ。ただし， かつ とする。15
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　 　 　 　１

　 　 　　 　２

　順に ，３

　４

　 　 　　 　５

　 枚６

　８

　 　 　　 　９

　 　 　　 　 　　 　10

　 ，末尾の数字は11

　ア　 　　イ　12

　 ，13

　 ， で最大値14

　図　境界線を含まない15
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･１

　　　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　　　　

　 つの数を，それぞれ 乗すると２

　　　　 ， ，

　 であるから　　 　　ゆえに　　

　
･

，
･

，

　 であるから　　 　　すなわち　　

　 ，

　 であるから　　 　　すなわち　　

　解答では，次の事柄を使っている。

　 　 ， で， が自然数のとき

　　　　　

　 　 ， で， が自然数のとき

　　　　　

･ ･３

であるから　　

４
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　５

　

　ここで　　 ･ 　　よって　

枚のフィルターで の花粉が残るから， 枚のフィルターでは の花粉が残る６

よって，求める条件は　 すなわち

この両辺の常用対数をとると　

ゆえに　　 から　

よって　　 ……　　したがって　　 枚．

７

から　　８

よって　　

したがって　　 ，

ゆえに　　

　方程式の両辺に を掛けて　　 ･９

　ゆえに　　 ･

　 とおくと， であり，方程式は　　

　よって　　 　　　　 であるから　　

　ゆえに　　 　すなわち　

　したがって　　

　不等式を変形すると　　

　両辺に を掛けて　　　

　 とおくと， であり，不等式は　　

　よって　　

　 であるから　　 　すなわち　
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　ゆえに　　 　すなわち　

　底 は より小さいから　　

　真数は正であるから， かつ より　　 　……①10

　 であるから，不等式は

　　　　　　　

　ゆえに　　　

　底 は より大きいから　　

　よって　　　 　……②

　①，②から，解は　　

　真数は正であるから， かつ より　　 　……①

　不等式から　　

　すなわち　　　

　底 は より大きいから　　

　整理して　　 　　　　ゆえに　　

　したがって　　 　……②

　①，②から，解は　　

　真数は正であるから　　 　……①

　 であるから，不等式は　　

　ゆえに　　　　

　したがって　　

　よって　　　　 　すなわち　

　底 は より大きいから　　 　　　　これは①を満たす。

は 桁で最高位の数字が であるから　　11

各辺の常用対数をとると　　

であるから　　

として計算すると　　

よって　　　　 … …

は自然数であるから　　
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であるから， は自然数 の末尾の数字は常に である。

であるから， の末尾の数字は　

ア　12

　　　　　　　

　よって　　

　ゆえに　　

　したがって， を小数で表すと，小数第 ア 位に でない数字が現れる。

イ　

　 ， より ， であるから

　　　　　　

　よって　　

　したがって， を小数で表したとき，初めて現れる でない数字は　イ
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･ ……①

……②
とする。13

真数は正であるから　　 ，

すなわち　　 ， 　……③

②から　　

よって　　 から　

ゆえに　　 　……④

④を①に代入すると　　 ･

この式の両辺に を掛けて整理すると　　 ･

ここで， とおくと，③より である｡

から　　

であるから　　

ゆえに　　 　　　　したがって　　

このとき，④から　　 ･

これらはともに③を満たす。

･ ･14

　　　

ゆえに　　 　　　　　よって　　

， であるから，相加平均と相乗平均の大小

関係により

　　　　　 ･

等号は すなわち のとき成り立つ。

ゆえに　　 　……①

また　　　

①の範囲において， は で最大値 をとる。

のとき　　

両辺に を掛けて整理すると　　 ･

であるから　　 　　　　よって　　

したがって　　 で最大値
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　 のグラフは，右の図のようになり，

　　　 つの の値に対応する の値の個数は

　　　　　　　 のとき　 個

　　　　　　　 のとき　 個

　　　　　　　 のとき　 個

　　　となる。

真数は正であるから　　15

よって　　 　……①

また， かつ は底の条件を満たす。

与えられた不等式を変形すると　　

　 のとき　

　ゆえに　　

　すなわち　

　 のとき　

　ゆえに　　

　すなわち　

， より

　直線 の右側と，放物線 の

　下側の共通部分

および

　直線 の右側かつ の左側と，

　放物線 の上側の共通部分

これと①の共通部分が求める領域で，右の図の斜線部分。

ただし，境界線を含まない。
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問題
点 ， について，次のものを求めよ。１

　 点 ， 間の距離

　線分 を ： に内分，外分する点の座標

　線分 の中点

次の直線の方程式を求めよ。２

　点 ， を通り，直線 に平行な直線，垂直な直線

　点 ， を通り，直線 に平行な直線，垂直な直線

　点 ， を通り， 点 ， ， ， を通る直線に平行な直線，垂直な直線

　 点 ， ， ， を直径の両端とする円の方程式を求めよ。３

　 点 ， ， ， ， ， を通る円の方程式を求めよ。

を定数とする。点 ， から直線 へ下ろした垂線の長さが となる４

ように， の値を定めよ。

問題
直線 を とする。直線 に関して点 ， と対称な点を ，点 か５

ら に下ろした垂線と との交点を とするとき，次のものを求めよ。

　点 の座標　　　　　　　　　　　　　 　点 の座標

直線 ……①， ……②， ……③が三角形を作６

らないとき，定数 の値を求めよ。

点 ， を通り， 軸， 軸に接するような円の方程式を求めよ。７

円 と直線 が異なる 点 ， で交わる。８

　 のとき，弦 の長さを求めよ。

　弦 の長さが最大となるとき，定数 の値を求めよ。

つの円 ……①， ……② について，次９

の問いに答えよ。

　 つの円①，②は異なる 点で交わることを示せ。

　 つの円①，②の つの交点と点 ， を通る円の方程式を求めよ。
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実戦問題
座標平面上に 点 ， ， ， と放物線 がある。点 が放物線10

上の の範囲を動くとき，△ の面積が最小となるときの点 の座標を求め

よ。

点 ， から円 に引いた 本の接線の接点を ， とするとき，直線11

の方程式を求めよ。

円 　……①と円 　……②の共通接線の方程式を求めよ。12
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　 　 　　 　内分 ，外分 　　 　１

　 　平行： ，垂直：２

　　　 　平行： ，垂直：

　　　 　平行： ，垂直：

　 　 　　 　３

　４

　 　 ， 　　 　 ，５

　 ， ，６

　 ，７

　 　 　　 　８

　 　略　　 　９

　 ，10

　11

　 ，12
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　１

　 ： に内分する点の座標は　　
･ ･

　　 ： に外分する点の座標は　　
･ ･

　

　 から　　２

　よって，与えられた直線の傾きは　

　 　平行な直線の方程式は

　　　　　　　 　　すなわち　　

　 　垂直な直線の傾きを とすると

　　　　　　　 　　　　よって　　

　　したがって，求める垂直な直線の方程式は

　　　　　　　 　　すなわち　　

　 から　　

　よって，与えられた直線の傾きは　

　 　平行な直線の方程式は

　　　　　　　 　　すなわち　　

　 　垂直な直線の傾きを とすると

　　　　　　　 　　　　よって　　

　　したがって，求める垂直な直線の方程式は

　　　　　　　 　　すなわち　　

　 点 ， ， ， を通る直線の傾きは　　

　 　平行な直線の方程式は

　　　　　　　 　　すなわち　　

　 　垂直な直線の傾きを とすると

　　　　　　　 　　　　よって　　

　　したがって，求める垂直な直線の方程式は

　　　　　　　 　　すなわち　　
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，

，

，

，

　この円の中心は， 点 ， ， ， を結ぶ線分の

　中点であるから，その座標は　　 ，

　半径 は中心 ， と円上の点 ， との距離である

　から　　

　よって，求める円の方程式は

　　　　　

　求める円の方程式を とす

　る。

３

　点 ， を通るから　　　　

　点 ， を通るから　　　

　点 ， を通るから　　

　整理すると　　　

　　　　　　　　　

　　　　　　　　　

　これを解いて　　 ， ，

　よって，求める円の方程式は　　

題意を満たすための条件は　　
･

４

よって　　

この両辺は負でないから， 乗しても同値である。

ゆえに　　　　

整理して　　　

したがって　　
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，

，

　点 の座標を ， とする。

　 　直線 の傾きは ，直線 の傾きは

　　である。

　　 であるから

　　　　　　　　 ･

　　すなわち　　 　……①

　 　線分 の中点 ， が直線 上に

５

　　あるから

　　　　　　　　 ･ ･

　　すなわち　　 　……②

　①，②を連立して解くと　　 ，

　したがって，点 の座標は　　 ，

　点 は線分 の中点であるから，その座標は

　　　　　　 ， 　　すなわち　　 ，

直線①の傾きは ，　直線②の傾きは ，　直線③の傾きは６

直線①，②，③が三角形を作らないのは，次の ， ， の場合である。

　　　　 　 直線①，③が平行　　　　　 　 直線②，③が平行

　　　　 　 直線①，②，③が 点で交わる。

の場合　　 　　　 よって　

の場合　　 　　　　よって　

の場合　　①，②を連立して解くと　 ，

　よって，直線①，②の交点の座標は　　 ，

　点 ， が直線③上にあるから　　 ･ ･

　整理して　　 　　　　ゆえに　

　このとき，直線③は となり，直線①，②とは一致しない。

したがって，求める の値は　　 ， ，
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　円の中心は第 象限にあるので，半径を とおくと中心の座標は ， と表せる｡７

　よって，求める円の方程式は　

　この円が点 ， を通るから　

　式を整理して　　

　 より　　 ，

　したがって，求める円の方程式は

　　　　　　　 ，

，

　 を変形すると

　　　　　　 　……①

　 のとき，直線の方程式は

　　　　　　 　……②

　円①の中心 ， と直線②の距離 は

　　　　　　

　円①の半径は であるから，弦 の長さを

８

　とすると　　

　 であるから　　 　　　　よって　　

　②から　　

　これを に代入して　　

　よって　　 　……③

　円と直線の交点 ， の座標を ， ， ， とすると， ， は 次方程式

　③の解であるから，解と係数の関係により

　　　　　　　　　　 ，

　よって　　

　　　　　　　　 ･

　 であるから　　

　弦 の長さが最大になるのは，弦 が円の直径になるときである。

　このとき，直線 は円の中心 ， を通るから

　　　　　　　 ･ 　　　　よって　　
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①半径

②半径
，

，

　①を変形すると　　

　よって，円①の中心は点 ， ，半径は である。

　②を変形すると　　

　よって，円②の中心は点 ， ，半径は である。

　 つの円①，②の中心間の距離 は

　　　　　

　ゆえに　　

　したがって， つの円①，②は異なる 点で交わる。

９

　 を定数として，方程式

　　　　　　　 　……③

　を考える。

　 により， つの円①，②は 点で交わり，③は つの円①，②の つの交点を通

　る図形を表す。

　図形③が点 ， を通るとき　　 　　　　よって　

　これを③に代入して整理すると　　

　これが求める円の方程式である。

　 ， とする。

　直線 の方程式は

　　　　　　 　

　　　　　　すなわち　

　点 と直線 の距離を とすると

　　　　　　△

　ゆえに， が最小となるように を定めればよい。

10

　　　　　　

　よって， は で最小となる。

　したがって　　 ，
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，

， ， ， とすると， ， における接線

の方程式は，それぞれ

　　　　 ，

これらがともに点 ， を通るから

　　　 ……①， ……②

①，②から， 点 ， ， ， は直線

上にある。

よって，直線 の方程式は　　

11

　接点の座標を ， とする。

　点 ， は円 上にあるから　　 　……①

　点 ， におけるこの円の接線の方程式は　　

　これが点 ， を通るから　　

　よって　　 　……②

　②を①に代入して　　

　ゆえに　　 　　　　これを解いて　　 ，

　②から　 のとき　 ，　 のとき　

　よって， ， の座標は　　 ， ， ，

　したがって，直線 の方程式は

　　　　　　 　　すなわち　　

　直線 を点 に関する円の 極線 といい， を 極 という。

① ②

円①上の接点の座標を ， とすると

　　　　　 　……③　

接線の方程式は

　　　　　 　……④

直線④が円②に接するとき，円②の中心

， と直線④の距離は円②の半径に

等しいから　　　

12

③から　　　　

これを解いて　　 ，

③から　 のとき ， のとき

よって，求める接線の方程式は　　 ，
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問題
△ において，辺 を ： に内分する点を ，外分する点を とし，△ の１

重心を とする。 ， とするとき，次のベクトルを ， を用いて表せ。

　 　　　　 　 　　　　 　 　　　　 　 　　　　 　

右の図は， ， ， の△

の頂点 から，底辺 に垂線 を下ろしたもので

ある。次の内積を求めよ。

　 ･ 　　　　 　 ･

　 ･ 　　　　 　 ･

２

， ， ， ， ， とする。 と が平行で， と が垂直であ３

るとき， ， の値を求めよ。

， ， のとき，次のものを求めよ。４

　 ･ 　　　　　　　　　　　　　　　　 　 と のなす角

， ， ， とし， とする。 の最小値と，そのときの の値５

を求めよ。ただし， は実数とする。

平行四辺形 の辺 を ： に内分する点を ，辺 を ： に内分する点を６

，線分 と線分 の交点を とする。 ， とするとき， を ，

を用いて表せ。

問題
三角形 の内心を とし，辺 ， ， の長さを，それぞれ ， ， とする。７

となる実数 ， を， ， ， を用いて表せ。

三角形 の 辺の長さを ， ， とする。この三角形の外心を８

とおく。 を と で表せ。

△ と点 があり， を満たしている。９

　△ ，△ ，△ の面積の比を求めよ。

　直線 上に点 をとり，△ と△ の面積比が ： になるようにする。

　このとき， ， ， が満たす関係式を求めよ。

△ において， ， ， ･ とする。 で， ，10

が ， ， ， を満たしながら動くとき，点 が描く図形の面積を

求めよ。
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， ， ， ， ， とする。次の直線の媒介変数表示を，媒介変数を11

として求めよ。また， を消去した式で表せ。

　 を通り， に平行な直線　　　　　　 　 点 ， を通る直線

次のような直線の方程式を，ベクトルを用いて求めよ。12

　点 ， を通り， ， に垂直な直線

　 は原点とする。点 ， を通り， に垂直な直線

平面上の異なる つの定点 ， と任意の点 に対し，次のベクトル方程式はどのよう13

な図形を表すか。

　 　　　　　　　　　　 　 ･ ･

実戦問題
平行四辺形 において，辺 を ： に内分する点を ，辺 を ： に内分す14

る点を ，辺 を ： に内分する点を とする。線分 と線分 の交点を とし，

線分 を延長した直線と辺 の交点を とするとき，比 ： を求めよ。

△ の外心 から直線 ， ， に引いた垂線の足をそれぞれ ， ， とす15

る． の範囲で関係式 を満たしていると

き，次の問いに答えよ．

　ベクトル を ， を用いて表せ．

　 の大きさを求めよ．

平面上において同一直線上にない異なる 点 があるとき，次の各問いに対して16

それぞれの式を満たす点 の集合を求めよ．

　

　 ･ ･

　 ･ ･ ･ ･
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　 　 　　 　 　　 　 　　 　１

　　　 　

　 　 　　 　 　　 　 　　 　２

　 ，３

　 　 ･ 　　 　４

　 で最小値５

　６

　 ，７

　８

　 　 ： ：９

　　　 　 または

　10

　 　 ； 　　 　 ；11

　 　 　　 　12

　 　線分 の中点を中心とする半径 の円13

　　　 　線分 を直径とする円

　 ：14

　 　 　　 　15

　 　線分 を ： の比に内分する点16

　　　 　 を通り，直線 に垂直な直線

　　　 　線分 を直径とする円周とその内部
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点 に関する位置ベクトルと考える。

　

　

　辺 の中点を とすると

　　

１

　

　

　

　 ･２

　 と の始点をそろえると，なす角は である。

　また，

　　 ･

　 と の始点をそろえると，なす角は であるから

　　 ･

　 ･

　頂点 から直線 に垂線 をおろすと　

　また， ･ 　により

　　　　

　したがって， ･ ･ ･

　　　 ， ， ，３

　　　 ， ， ，

条件より ， であるから　　 ， ， ， ， 　……①

このとき， から　　

よって　　 　……②

また， から　　

よって　　 　……③

②，③を解いて　　 ， 　　　これは①を満たす。
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　 ･ ･ ･４

　　　　　　 ･ ･

　 より， であるから　　 ･

　よって　　 ･

　
･

　 であるから　　

， ， ，５

　

　　

よって， は で最小値 をとる。

であるから， が最小のとき も最小となり，最小値は

したがって　　 で　最小値

： ： ， ： ： とすると６

　

　

よって　

， ， であるから

　　　　 ，

これを解いて　 ， 　　よって　

　△ と直線 について，メネラウスの定理を利用する。

　 と の交点を とすると

　　　△ △

　 ： ： から

　　　

　よって　

　　　　　　　

　メネラウスの定理から
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　　　 ･ ･ ･ ･

　よって　 　　したがって　 ･

　　　　　　　　　　　　　　　　　　

の の二等分線と辺 の交点を と

すると　　 ： ： ：

よって　　

また， ･ であるから

　 ： ： ： ：

よって　　

７

　　　　　　

， ， であるから　　 ，

　 ， とすると　　 ， ，８

　 であるから　　 ･

　よって　　 ･

　ゆえに　　 ･ 　　　　　すなわち　　 ･

　外心 は 辺の垂直二等分線の交点である。

　よって，辺 ， の中点をそれぞれ ， とす

　ると， ， である。

　　　　

　　　　　　

　　　　

　 ･ であるから　　 ･

　よって　　 　　　　　ゆえに　　 　……①
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　 ･ であるから　　 ･

　よって　　 　　　　　　ゆえに　　 　……②

　①，②から　　 ， 　　　 　

　 から　　９

　ゆえに　　 　　　　よって　　

　　

　辺 を ： に内分する点を とすると， であるから

　　　　　

　ゆえに，点 は線分 を ： に内分する点であるから，△ の面積を とす

　ると　　△

　　　　　△ △ ･ △

　　　　　△ △ ･ △

　したがって

　　　　　△ ：△ ：△ ： ： ： ：

　 は実数 とすると

　 　 のとき

　　　△ ，△

　　△ ：△ ： から　　 ： ：

　　ゆえに， であるから　　

　　よって　　　　

　　整理すると　　

　 　 のとき

　　　△ ，△

　　△ ：△ ： から　　 ： ：
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　　ゆえに， であるから　　

　　よって　　　　

　　整理すると　　

　 　 ， のとき

　　△ または△ が存在しないため不適。

　 　 のとき

　　△ に△ が含まれ，△ ：△ ： とならないので不適。

　以上から　　 　または　

の両辺を で割ると　　 　　　　また　　10

， とおくと　　 ， ， ，

よって， ， ， を満たすとき，点 が描く図形は，△ の周および

内部である。また， を満たすとき，点 が描く図形は，直線 に関して，点

と反対側にある領域である。

ただし，直線 を含む。これらの共通部分であるから，

点 が描く図形は，右の図のような△ の周および

内部である。

ここで， とすると

　　　　　　　 ･ ･

条件から　　　 ･ 　　　　よって　　

であるから　　

よって，求める面積は

　　　　　　　△ △ ･ ･

　　　　　　　　　　　　　　　 ･ ･ ･

　点 を通り， に平行な直線の媒介変数表示は11

　　　　　　　　 ， ， ，

　すなわち　　　

　 を消去すると　　 　　　すなわち　　

　 点 ， を通る直線の媒介変数表示は

　　　　　　　　 ， ， ，
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　すなわち　　　

　 を消去すると　　 　　すなわち　　

直線上の任意の点を ， とする。12

　 であるから　　 ･ 　……①

　 ， ， ， であるから，①より

　　　　　　 ･ ･ 　　　　よって　　

　 であるから　　 ･ 　……①

　 ， ， ， であるから，①より

　　　　　　 ･ ･ 　　　　よって　　

　 を変形すると

　　　

　すなわち　　

　ゆえに，線分 の中点を中心とする半径 の円を

　表す。

13

　 ･ ･ を変形すると

　　　 ･ ･

　よって　　　 ･

　すなわち　　 ･

　ゆえに　　　 または または

　　　　　　　

　よって，線分 を直径とする円を表す。

， とすると

　　　　 ，

　　　　 ，

14

　　　　

： ： とすると

　　　　 　……①
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また， ： ： とすると

　　　　

　　　　　 　……②

①，②より　　

， ， であるから　　 ，

これを解いて　　 ，

よって　　

点 は直線 上にあるから　　 　 は実数

ゆえに　　

点 は直線 上にあるから　　 　　　　よって　　

ゆえに　　 ： ：

　直線 ， ， はそれぞれ辺 ， ， の垂直二等分線であるから15

　　　　　 ， ，

　 から

　　　

　すなわち　

　よって　　

　

　　　　 ･･･

　 であるから

　　　　 ･

　　　　 　　 ･
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　 から　 ･

　よって　　

　また， で ，

　 であるから， 点 ， ， の位置関係は右図

　のようになる．

　よって　　

　条件の等式から　16

　ゆえに　

　よって，点 は線分 を ： の比に内分する点である．

　条件の等式から　 ･

　ゆえに　 ･ 　　すなわち， と は垂直である．

　したがって，点 の集合は点 を通り，直線 に垂直な直線である．

　条件の不等式から　 ･ ･

　ゆえに　 ･ ･

　よって　 ･

　したがって，点 の集合は，線分 を直径とする円周とその内部である．

　 　 とすると， ･

　　から　 　　ゆえに　
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問題
　極限値 を求めよ。１

　 のとき， を求めよ。

関数 のグラフについて，傾きが であるような接線の方程式を求めよ。２

関数 のグラフに点 ， から引いた接線の方程式を求めよ。３

次の関数の極値を求めよ。また，そのグラフをかけ。４

　

　

曲線 と直線 の共有点の個数を求めよ。ただし， は定数とす５

る。

問題
次の関数を，変数 で微分せよ。ただし， 以外の文字 ， ， ， ， は定数である。６

　 　　　　　　　　　　　　 　

曲線 上の点 ， における接線が 軸， 軸およびこの曲線と再び交わ７

る点を，それぞれ ， ， とする。

　 の 座標を で表せ。　　　　　　　 　 ： を求めよ。

関数 が常に増加するように，定数 の値の範囲を定めよ。８

つの曲線 と が点 ， において，共通の接線をもつとき９

定数 ， ， の値を求めよ。

つの放物線 ： ＝ ， ： ＝ の共通接線の方程式を求めよ。10

のとき， の最大値，最小値を求めよ。11

曲線 を とする。曲線 に点 ， から異なる 本の接線が引けるよ12

うな定数 の値の範囲を求めよ。

を定数とする。 次方程式 が異なる つの実数解 ， ， ただ13

し をもつとき，次の問いに答えよ。

　 のとりうる値の範囲を求めよ。

　 ， ， のとりうる値の範囲を求めよ。

　 が最小となるときの の値と，そのときの の最小値を求めよ。
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実戦問題
関数 ， は定数 について，次の問いに答えよ。14

　 が極値をもつような の値の範囲を求めよ。

　 の極大値と極小値の差が となるとき， の値を求めよ。

　 で求めた の値に対し， の区間 における最大値が であるとす

　る。このとき， の値とこの区間での の最小値 を求めよ。

を実数とし， とする。区間 における の最大値を15

とする。 の最小値とそのときの の値を求めよ。

は定数とする。関数 の最大値とそのときの の値を求め16

よ。
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　 　 　　 　１

　 ，２

　３

　 　 で極大値 ， で極小値 ， で極大値 　図４

　　　 　 で極小値 　図

　 ， のとき 個； ， のとき 個； のとき 個５

　 　 　　 　６

　 　 　　 　 ：７

　８

　 ， ，９

　 ，10

　 ， で最大値 ； ， で最小値11

　12

　 　 　　 　 ， ，13

　　　 　 で最小値

　 　 　　 　 　　 　 ，14

　 で最小値15

　 のとき　　 で最大値 ，16

　　　 のとき　 で最大値 ，

　　　 のとき　　 で最大値
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　１

　　　　　　　　　　　　　

　

　よって　　 ･ ･

　
･

　　　　　　　　　　

を微分すると　　２

接点の座標を ， とすると，接線の傾きは であるから

　　　　 　　　　これを解くと　　 ，

したがって，接点の座標は ， ， ， であるから，求める接線の方程式は

　　　　　　 ，

すなわち　　 ，

を微分すると　　３

接点の座標を ， とすると，接線の方程式は　　

すなわち　　 　……①

この直線が点 ， を通るから　　

式を整理して　　 　　　　 は実数であるから　　

したがって，接線の方程式は，①より　　

　４

　 とすると　　 ， ，

… … … …

極大 極小 極大

　 の増減表は次のようになる。

　よって， で極大値 ， で極小値 ，

　　　　　 で極大値 　をとる。

　グラフは 図 のようになる。
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… … …

極小

　

　ここで， とすると　　

　よって， は で割り切れて

　　　　　　

　ゆえに　　

　 とすると　 ，

　 の増減表は次のようになる。

　よって， で極小値 をとる。

　グラフは 図 のようになる。

曲線 と直線 の共有点の 座標は，５

方程式 すなわち の実数解である。

とおくと　　

とすると　　

… … …

極小 極大

の増減表は次のようになる。

よって， のグラフは右の図のようになる。

与えられた曲線と直線の共有点の個数は， の

グラフと直線 の共有点の個数に一致する。

したがって　　 ， のとき 個；

　　　　　　　 ， 　 のとき 個；

　　　　　　　 　 のとき 個

　 であるから６

　　 ･

　 ･ ･

　 を微分すると　　７

　点 ， における，曲線の接線の方程式は
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　　　　　　 　　すなわち　　 　……①

　よって，点 の 座標は，方程式 ……② の 以外の解である。

　②から　　 　　　　左辺を因数分解して　　

　したがって， の 座標は　　

　①で， とすると　　

　すなわち　　

　 であるから　　

　よって， の座標は　 ，

　 から 軸に下ろした垂線を とすると， の

　座標は　　　　 ，

　 であるから　　 ： ＝ ：

　 ， であるから

　　　　　　　　 ： ： ：

８

が常に増加するための条件は

　　　　　 　すなわち　

が常に成り立つことである。

よって， 次方程式 の判別式 について　　

であるから　　

したがって　

， とすると９

　　　　　 ，　

つの曲線はともに点 ， を通るから　　 　

よって　　 　　 ……①

　　　　　 　……②

また，点 ， において，共通の接線をもつから　　

よって　　 　……③

①，②，③を解いて　　 ， ，
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解法 　 から　　

　 上の点 ， における接線の方程式は

　　　　　　　

　すなわち　　 　……①

　直線①が に接するための条件は， を消去した

　 の 次方程式

　　　　　　　

　すなわち　　

　が重解をもつことである。

　よって，この 次方程式の判別式を とすると

　　　　　　　

10

　ゆえに　　　 　　　　よって　　

　これを解くと　　 ，

　①から，求める方程式は

　　　　　　　 のとき　　　 ，

　　　　　　　 のとき　　

解法 　 解法 と 行目まで同じ

　 から　　

　 上の点 ， における接線の方程式は

　　　　　　　

　すなわち　　 　……②

　①と②が一致するための条件は

　　　 ……③　かつ　 ……④

　③から　　

　④に代入して　　

　よって　　 　　　　ゆえに　　 ，

　②から，求める方程式は

　　　　　　 のとき　　 ，

　　　　　　 のとき　　

から　　 　……①11

よって　　
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ここで， であるから　　 　　　ゆえに　　 　……②

とおくと　　

とすると　　 ，

②の範囲において， の増減表は，次のようになる。

… … …

よって， は で最大値 ， で最小値 をとる。

のとき，①から　　 　　　よって　　

のとき，①から　　 　　　よって　　

したがって　　 ， で最大値 ；

　　　　　　　 ， で最小値

　 から　　12

　よって，曲線 上の点 ， における接線の方程式は

　　　　　　　

　すなわち　　

　このの接線が点 ， を通るから

　　　　　　　 ･

　すなわち　　 　……①

　ここで， 次関数のグラフにおいて，接点の 座標が異なれば接線も異なる。

　よって，点 から曲線 に異なる 本の接線が引けるための条件は，曲線 上の接点

　が つ存在することであり，これは， についての 次方程式①が異なる つの実数

　解をもつことと同値である。

　ゆえに，①の左辺を とおくと，求める条件は， のグラフと直線 が

　異なる 個の共有点をもつことである。

　ここで　　　

　 とすると　　 ，

　よって， の増減表は次のようになり， のグラフは右下のようになる。
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… … …

極小 極大

　グラフより，求める の値の範囲は

　　　　　　　

　 から　　13

　この方程式の実数解の個数は， のグラフと直線 の共有点の個

　数に一致する。

… … …
　 とすると

　　　　

　 とすると　　 ，

　 の増減表は次のようになる。

　よって， のグラフは右の図のようになる。

　ゆえに，直線 との共有点の個数がちょうど

　 個となる の値の範囲は

　　　　

　 　 のとき

　　方程式は　　　 　　　　よって　　

　　すなわち　　　 　　　　　　したがって　　 ，

　 　 のとき

　　方程式は　　　 　　　　よって　　
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　　すなわち　　　

　　したがって　　 ，

　 ， から， のグラフは右の図のようになる。

　ゆえに， が の範囲を動くとき

　　　 ， ，

　解と係数の関係により

　　　 　……①，　 　……②，　 　……③

　①，②から　　

　 より， であるから， は で最小値 をとる。

　このとき，③から　　 ･

　 が極値をもつ条件は， が異なる つの実数解をもつことである。14

　　　　　

　 の判別式を とすると， であればよいから

　　　　　 ･ 　　　　よって　　

　 の解を ， とすると， の の係数が正であるから，

　で極大， で極小となる。

　　　　　

　　　　　　　　　　

　　　 　　

　　　 　　

　ここで，解と係数の関係により　　 ，

　よって　　

　 より， であるから 　

　ゆえに 　 ･

　　　　　　　　　　　

　 であるから　　 　　すなわち　　

　したがって　 　　　 から　 　　　これは を満たす。

　 の計算

解 　 ， は， の解であるから， を満たす。
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　　上の計算から　　

　　よって　　　　　

　　　　　　　　　　

　　したがって　　　

　　　　　　　　　　　　　　　

解 　

　　　　　　　　

　 から　　

　 とすると　　 ，

… … …

　 における の増減表は次のようになる。

　よって， は　 のとき最大値 ，

　　　　　　　　　 のとき最小値 　をとる。

　したがって， から　　 　　　　このとき　　

が成り立つから， とおくと15

　　　　　　

よって， は偶関数である。

ゆえに，区間 の範囲で最大値 を考えればよい。

から　　

　 のとき

　常に であるから， は増加関数である。

　また， であるから， において　　

　よって　　
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… … …

極大 極小

　 のとき

　 とすると　　

　 の増減表は次のようになる。

　ゆえに， のグラフは右の図のよう

　になる。

　 であるから，

　となる を求めると， より

　　　　　　

　よって　　 ，

　 であるものは　　

　 　 すなわち のとき

　　 において， であるから　　　

　 　 すなわち のとき

　　 において， であるから　　

　 　 すなわち のとき

　　 において， であるから　　　

以上から　　

したがって， は では減少し， では増加するから， で最小値 を

とる。

　 の関数 のグラフは，右の図のようになる。
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… …

極大

最大

ならば であるから， は常に減少

する。

よって， は で最大となる。

ならば　　

とすると　　

　 　すなわち　 のとき

　 において， の増減表は次のようになる。

16

最大

　よって， は で極大かつ最大となる。

　 　すなわち　 のとき

　 で であるから， は常に増加。

　よって， は で最大となる。

以上から　

　　　 のとき　　 で最大値 ，

　　　 のとき　 で最大値 ，

　　　 のとき　　 で最大値

数学②　第５回試練　数Ⅱの微分　　　　　　



問題
定積分　 　を求めよ。１

定積分　 　を求めよ。

等式 を満たす関数 を求めよ。２

等式 を満たす関数 と正の定数 の値を求めよ．３

定積分 を求めよ。４

曲線 と 軸で囲まれた部分の面積を求めよ。５

問題
平面において，連立不等式 ， の表す領域を の面積を求６

めよ。

つの放物線 と に共通して接する直線の方程式を求７

めよ．また，この直線と つの放物線とで囲まれた部分の面積を求めよ．

， ， を定数とする。 つの曲線 と が共有点 ，８

をもち，点 において共通の接線をもつとき，次の問いに答えよ。

　 ， ， の値を求めよ。

　 つの曲線で囲まれた図形の面積を求めよ。

放物線 と 軸で囲まれた図形の面積を，点 ， を通る直線 で 等分９

するとき， の傾きを求めよ。
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実戦問題
次の関係式を満たす定数 および関数 を求めよ。10

　　　　

放物線 ： と点 ， を中心とする円 が異なる 点で接している。ただ11

し， と が点 で接しているとは， と が点 を共有し，さらに と が点 に

おいて共通の接線をもつことを意味する。

　 つの接点の座標を求めよ。

　円 の方程式を求めよ。

　 つの接点を両端とする円 の短い方の弧と とで囲まれる図形の面積を求めよ。

曲線 と直線 とで囲まれてできる つの図形の面積を等しくす12

るように，定数 の値を定めよ。

関数 は
では

では
で与えられるとする．13

　関数 のグラフを描け．

　積分 を求め，曲線 をグラフに示せ．

数学②　第６回試練　数Ⅱ積分　　　　　　　



　 　 　　 　１

　２

　３

　４

　５

　 　図，境界線を含む　　 　６

　順に ，７

　 　 ， ， 　　 　８

　９

　 ，10

　 　 ， ， ， 　　 　 　　 　11

　12

のとき ， のとき 　13
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　１

　　

　

　　 ･

　 与式

　　　　

　　　　

　　　　

　　　　

　　　　

右辺を変形して　　２

， とおくと， ， は定数であり

　　　　　　　　

よって　　

　　　　　

　　　　　

ゆえに　　 　……①

一方　　　

　　　　　

よって　　 　……②

①，②を連立して解くと　　 ，

ゆえに　　

等式の両辺を で微分すると　３

また，もとの等式の両辺に を代入すると　
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ゆえに， から　 　　 であるから　 　

よって　 　

のとき

　　　　

のとき

　　　　

したがって

　　与式

　　　　

４

　　　　

方程式 を解くと

　　　 ， ，

グラフは右の図のようになり

　　 で　

　　　 で　

また　　

よって，求める面積 は

　

５

　

　

　 のグラフは， の の

　部分を上に折り返したものである。

　また　　

　　　　　

　よって，領域 は右の図の斜線部分である。

　ただし，境界線を含む。

６

　 つのグラフ ， の における共有点について，

　 とすると

　　　　 　　　　よって　　

数学②　第６回試練　数Ⅱ積分　　　　　　　



　 であるから　　

　ゆえに，領域 の面積は，図より

　　　　

　　　

　　　

　　　

　　　

　 　領域 の面積は，放物線 と

　　放物線 で囲まれた部分の

　　面積から，放物線 と放物線

　　 で囲まれた部分の面積を引いた

　　ものである。

　　ゆえに，求める面積は

　　　　

　　　　　　　　　　　　　　

　　　

　　　

……①， ……②とおく．７

①において　

放物線①上の点 ， における接線の方程式は

　　　　　

すなわち　 ……③

②において　

放物線②上の点 ， における接線の方程式は

　　　　　

すなわち　 ……④

③，④が一致するとき

　　　　　 ，

これを解いて　　 ，
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を③に代入して　

これが求める直線の方程式である．

つの放物線①，②の交点の 座標は を解いて　

よって，求める面積を とすると，図から

　　

　　　　

　　

　　

　　

　 ， とする。８

　 ， のグラフがともに点 ， を通るから

　　　　　　 　かつ　

　よって　　 　……①

　　　　　　 　……②

　また，点 において共通接線をもつから， における ， の接線の傾

　きが等しい。

　すなわち　　

　 ， であるから

　　　　　　 　……③

　①，③を解いて　　 ，

　②に代入して　　 　　　よって　　

　ゆえに　　 ， ，
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　 より　 ，

　　　　　　

　 曲線 と の

　共有点の 座標について，

　　　

　とすると

　　　

　よって　　

　ゆえに，共有点の 座標は

　　　　　　 ，

　したがって，求める面積は

　　　　

　　　

　　　 ･ ･ ･ ･

　　　

　 　 である。

　　これを利用すると，面積は次のように求められる。

　　　　

　　　

点 ， を通り， 軸に垂直な直線は条件を満たさない。

よって，直線 の方程式を　 　とおく。

放物線 と直線 で囲まれた図形の面積を

とする。両者の交点の 座標は，方程式

を解いて　　 ，

条件を満たすとき

　 　すなわち　 　……①

　　　

９

　　　　　

　　　　　

放物線 と 軸 で囲まれた図形の面積は であり
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面積を 等分するとき， であるから

　　　 ･ 　　よって　　

ゆえに　　 　　よって　　 　これは①を満たす

したがって， の傾きは　　

等式の両辺を で微分すると　 　……①10

また，等式の両辺に を代入すると　

よって　

ゆえに　 ，

のとき，①より　 　……②

②に を代入すると　

よって　

②より　

のとき，①より　

これに を代入すると　

よって， となり不適。

以上から　 ，

　 から　　

　 と の接点の 座標を とし，この点での

　共通の接線を とすると， の傾きは　　

　点 ， と点 ， を通る直線を とすると，

　 の傾きは　　

　直線 ， は直交するから　　 ･

11

　整理すると　　 　　　　よって　　

　したがって，接点の座標は　　 ， ， ，

　点 ， と点 ， の距離は　　
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　よって，円 の方程式は　　

　右の図のように，接点を とすると，

　 より　　

　よって，求める面積は

　　　 ･ ･ ･ ･

　　

　　

　 ， 　円の方程式を とする。

　これと から を消去すると　　

　よって　　 　……①

　円と放物線が異なる 点で接する条件は，①が重解をもつことである。

　すなわち，①の判別式を とすると　　

　　　　　

　よって　　 　　　　 であるから　　

　このとき，①の重解は　　

　 より　　

　よって　　接点の座標は　 ， ， ，

　　　　　　円の方程式は　

まず，曲線 と直線 の共有点の 座標を求める。12
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とすると　

であるから

，

のとき，囲まれてできる つの図形は右の図

のようになるから， ， とおく

と，条件より

　　

　

よって　

ゆえに　　

すなわち　

よって　　

したがって　 　すなわち　

であるから　

を代入して　

整理すると　 　　よって　

であるから　 　　ゆえに　 　これは を満たす。

　 のとき　

　　 のとき　

　よって， のグラフは，右図のようになる．

13

　 のとき　

　　 のとき　
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　 から， の増減表は，次のようになる．

　　　

… … … …

　ゆえに， のグラフは右図のようになる．
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問題
第 項が ，第 項が である等差数列 の，第 項から第 項までの和 を１

求めよ。

ある等比数列の初項から第 項までの和が ，初項から第 項までの和が である２

とき，この等比数列の初項から第 項までの和を求めよ．

次の数列の初項から第 項までの和 を求めよ。３

　　 ･ ， ･ ， ･ ，……，

次の数列の初項から第 項までの和を求めよ。４

　　
･
，
･
，
･
，……

初項から第 項までの和 が， で表される数列 の一般項を求めよ。５

つの数 ， ， がこの順に等差数列をなし， ， ， がこの順に等比数列をなす。６

このとき， ， の値を求めよ。

問題
初項 の等差数列 の第 項から第 項までの和が であるとする。このとき，初７

項から第何項までの和が最大となるか。また，その最大値を求めよ。

数列 ， ， ， ，……の一般項 と，初項から第 項までの和 を求めよ。８

次の数列の初項から第 項までの和 を求めよ。９

　 ， ， ， ，……

　 ， ， ， ，……

次の和 を求めよ。10

　 ……

　 ･ ･ …… ･
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実戦問題
は素数， ， は正の整数で とする。 と の間にあって， を分母とする既11

約分数の総和を求めよ。

以上の整数 に対し，12

　
･･ ･･ ･･

…… を求めよ。

和 を求めよ。13
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　１

　２

　３

　４

　 ， のとき５

　 ， 　または　 ，６

　第 項または第 項，最大値は７

　 ，８

　 　一般項が であることから，和は９

　　　 　一般項が であることから，和は

　 　 のとき ，10

　　　　　 のとき

　　　 　

　11

　12

　13
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初項を ，公差を とする。１

第 項が であるから　　 　　すなわち　 　……①

第 項が であるから　 　　すなわち　 　……②

①，②を解くと　　 ，

初項から第 項までの和は　 ･ ･ ･

初項から第 項までの和は　 ･ ･ ･

よって　

初項を ，公比を とおく．また，初項から第 項までの和を とおく．２

とすると，条件から　 ，

これを満たす ， は存在しないから不適．

とすると，条件から　 ，

と変形できるから　

よって　 　　このとき を満たす．

ゆえに　

３

　　　

第 項は４

　　　 ･

　ゆえに，初項から第 項までの和は

　　　　　 ……
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初項 は　　　 ･ 　……①５

のとき　　

　　　　　　　　

　　　　　　　　

①より であるから，この式は のときには成り立たない。

したがって　　 ，　 のとき　

， ， がこの順に等差数列をなすから　　 　……①６

， ， がこの順に等比数列をなすから　　 　 ……②

①から　　 　……③　　　　　　②に代入して　　

整理して　　 　　　　　　これを解いて　　 ，

③から　　 のとき　 ，　 のとき　

よって　　 ， 　または　 ，

　等差数列 の公差を とすると　　 　……①７

　第 項から第 項までの 項の和が であるから

　　　　 ･ 　すなわち　

　①から　　 　　　　よって　　

　①に代入して　　 ･

　 とすると　　

　ゆえに， から　　第 項

　この等差数列 の初項から第 項までの和を とする。

　 より， から までは正の数， は ， からは負の数となるから， は

　 または のとき最大となり，最大値は

　　　 ･ ･ ･ ･ ･

　よって，初項から第 項，または第 項までの和が最大で，最大値は
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この数列は　 ， ， ，……　となるから，一般項は８

　　　　　　 ……

よって　　　

　　　　　　　

与えられた数列を とする。９

　第 項は初項 ，公比 ，項数 の等比数列の和である。

　　　
･

　よって，求める和 は

　　　

　　　　

　　　　

　　　　

　第 項は　

　よって，求める和 は
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　 のとき10

　　　 ……

　　　 ･

　　　

　 のとき

　　　 ……

　　 ……

　辺々引くと

　 　 ……

　　　　　　

　　　　　　

　よって　

　 ･ ･ …… ･ ･

　　 ･ …… ･ ･

　辺々引くと

　　 ……

　　　

　よって　　　
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まず， を自然数として， を満たす を求める。11

であるから

　　　　　 ， ，……，

よって　　 ， ，……， 　……①

これらの和を とすると

　　

①のうち が整数となるのは　　 ， ，……，

これらの和を とすると

　　

求める総和を とすると， であるから

　　　　　

　　　　　

　　　　　

　求める和を とする。12

　 であるから

　　　　
･ ･ ･ ･

……

　　　　
･
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したがって　　 与式

　　　　 　　　　　 ……
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問題
， によって定まる数列 の一般項を求めよ。１

， によって定まる数列 の一般項を求めよ。２

， によって定められる数列 一般項を求めよ。３

， によって定められる数列 の一般項を求めよ。４

数列 の初項から第 項までの和 が で表されるとき， を の式５

で表せ。

問題
次の条件によって定められる数列 の一般項を求めよ。６

　　　　　　　　 ，

次の条件によって定められる数列 の一般項を求めよ。７

　 ， ，

　 ， ，

， ， ， によって定められる数列 ，８

の一般項を，それぞれ求めよ。

， で定められた数列 の一般項 を求めよ。９

漸化式 ， ， ， ，…… で定められる数列 の一般項10

を， のおき換えを利用して求めよ。
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実戦問題
， によって定められる数列 の一般項を求めよ。11

＊　 ， …… ， ，…… で定義される数列12

の一般項を求めよ。

， ， である直角三角形 内

に，右の図のように， 辺の長さが ， ， ，…の

正方形が並んでいる。

　 ， の値を求めよ。

　右の図の△ と△ が相似であること

　に着目して，一般に ， の間に成り立つ関係

13

　式を導け。

　 の値を を用いて表せ。

右図のように， 平面上の点 ， を中心とする半径

の円を とする。 軸， 軸の正の部分，円 と接

する円で より小さいものを とする。更に， 軸

の正の部分，円 ，円 と接する円を とする。

以下，順に 軸の正の部分，円 ，円 と接する円を

とする。また，円 の中心の座標を ， と

する。ただし，円 は円 の右側にあるとする。

　 ， をそれぞれ求めよ。

14

　 ， の関係式を求めよ。

　 とおくことにより，数列 の一般項を の式で表せ。



　 ･１

　２

　 　
･

　　 　
･

３

　４

　５

　 ･６

　 　 ･ ･ 　　 　７

　 　 ･ ，８

　　　 　 ･ ， ･

　 　 ， 　　 　 ･９

　10

　11

　12

　 　 ， 　　 　13

　　　 　

　 　ア　 　　イ　 　　 　14

　　　 　



１

を解くと　

漸化式を変形すると　

とおくと　　

また　　

数列 は初項 ，公比 の等比数列であるから　 ･

よって　　 ･

漸化式を変形すると　２

数列 の階差数列を とすると　

のとき

　 ･

よって　 　……①

①において を代入すると　

よって，①は でも成り立つ。

したがって，一般項は　

　 であり，漸化式により３

　　　　　 から　 ，　　 から　 ，　　…………

　一般に， が成り立つ。

　ゆえに，漸化式の両辺の逆数をとると

　　　　　　　　 　　すなわち　　

　 とおくと　　 　……①　　　　また　　

　①を変形すると　　

　よって，数列 は公比 の等比数列で，初項は　　

　ゆえに　　 ･ 　　すなわち　　 ･

　したがって　　
･

　 であり，漸化式により

　　　　　 から　 ，　　 から　 ，　　…………

　一般に， が成り立つ。

　ゆえに，漸化式の両辺の逆数をとると

　　　　　　　　 　　すなわち　　

　 とおくと　　 　……①　　　　また　　

　①を変形すると　　



　よって，数列 は公比 の等比数列で，初項は　　

　ゆえに　　 ･ 　　すなわち　　 ･

　したがって　　
･

の両辺を で割ると　　４

とおくと　　　

また　　　　　　　　　

よって，数列 は初項 ，公差 の等差数列であるから

　　　　　　　　　　　

したがって　　　　　　 ･

５

ゆえに　　 　……①　　　　また， から　

①を変形すると　　

よって，数列 は公比 の等比数列で，初項は　　

したがって　　 ･ 　　すなわち　　



より，漸化式の形からすべての自然数 について である。６

漸化式について，両辺の を底とする対数をとると　　

ここで　　　　 ･

よって　　　　

とおくと　　

変形すると　　

よって，数列 は公比 の等比数列で，初項は

　　　　　　　

ゆえに　　 ･ 　　　　　よって　　　 ･

したがって　　 ･

　 　……①７

　①から　　 　　　　また　 ･

　よって，数列 は初項 ，公比 の等比数列であるから

　　　　　　　　 ･ 　……②

　①から　　 　　　　また　 ･

　よって，数列 は初項 ，公比 の等比数列であるから

　　　　　　　　 ･ 　……③

　② ③から　　 ･ ･

　したがって　　 ･ ･

　 を変形すると　　

　また　　 ･

　よって，数列 は初項 ，公比 の等比数列であるから

　　　　　　　　 ･ 　　すなわち　　

　両辺を で割ると　　

　 とおくと　　 　　　　また　

　よって，数列 は初項 ，公差 の等差数列であるから

　　　　　　　　 ･

　したがって　　 ･

　 ……①， ……②　とする。８

　① ②から　　　

　また　　　　　　

　数列 は初項 ，公比 の等比数列であるから

　　　　　　　　　 ･ 　……③



　① ②から　　　

　よって　　 ……

　ここで　　　　　

　ゆえに　　　　　 ……④

　③ ④から　　 ･ 　　　　よって　　 ･

　　③ ④から　　 ･ 　　　　よって　　 ･

　 から　 　……①９

　 と①から　

　ゆえに　

　数列 が等比数列となるための条件は， が， の値に関係な

　く常に成り立つことである。

　よって， ， から　 ，

　 の結果から， とおくと　

　ここで， ･ より，数列 は初項 ，公比 の等比数列

　であるから　 ･ 　　よって　 ･

から　 　……①10

ここで，ある自然数 について と仮定すると，①から　

ゆえに　 ……

これは条件 に反する。　また　

よって，すべての自然数 について であり，①から である。

ゆえに，①の両辺の逆数をとると

　　 　　よって　

ゆえに　 　　　　また　

ゆえに，数列 は初項 ，公差 の等差数列であるから

　　　　 ･ 　　したがって　

解 　11

　 であるから　　 ･

　これを繰り返して

　　　　 ･ ･ ･ ･……･ ･ ･ ･

　よって　　　
･･

･

　すなわち　　



解 　漸化式の両辺に を掛けると

　　　　　　

　したがって

　　　 …… ･ ･

　よって　　

のとき12

　　 …… 　……①

　　　 …… 　　　　……②

① ②から　　

ゆえに　　　　

両辺を で割ると　　

よって　　 ……

ゆえに　　

また， であるから，この式は のときにも成り立つ。

したがって　　

　△ △ から　 ： ：13

　よって　 ： ： 　　よって　

　同様に，△ △ から　 ： ：

　 から　

　△ △ から　 ： ：

　よって　

　 ， から は初項 ，公比 の等比数列であるから

　　　　　 ･



　 であるから

　　　　 ア

　また　 イ

　 円 ， は外接するから

　　　　　

　よって　

　　　　　　

14

，

，

，　ゆえに　 　……①

　また， 円 ， は外接するから

　　　　　

　よって　

　　　　　　

　ゆえに　

　①から　

　 ， ， であるから　 　……②

　 とおくと　 ，

　よって，②から　 ･･

　整理して　 　　ゆえに　

　また　

　よって，数列 は初項 ，公差 の等差数列であるから

　　　 ･ 　　よって　



問題
辺の長さが の正四面体 を考える．１

， の中点をそれぞれ ， とし を ： に内分する点を とする．また，

△ の重心を とする．

　 ， ， とするとき， を ， ， ， ， を用いて表せ．

　 の長さ を求めよ．

， ， ， ， ， の両方に垂直な単位ベクトルを求めよ。２

原点 から， 点 ， ， ， ， ， を通る直線に垂線 を下ろす。この３

とき，点 の座標と線分 の長さを求めよ。

点 ， ， ， ， ， と 平面上に動点 がある。４

　 の最小値を求めよ。　　　　

　 が最小となるときの点 の座標を求めよ。

四面体 がある．点 が を満たしているとき５

　 を ， ， を用いて表せ．

　四面体 と四面体 の体積の比を求めよ．

平行六面体 において，辺 の を越える延長上に とな６

る点 をとり，直線 と平面 の交点を とする。

， ， とするとき， を ， ， を用いて表せ。

線分比 ： を求めよ。

点 ， ， ， ， ， ， ， ， がある。７

　△ の面積を求めよ。

　点 ， ， から平面 に垂線 を下ろす。このとき，線分 の長さを

　求めよ。

　四面体 の体積を求めよ。
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実戦問題
空間内の平面 の上に により定まる円 があり，平面 の上に８

により定まる 軸に平行な直線 がある。 上の点 で， 上の点との距離の最小

値が であるような の座標をすべて求めよ。

点 ， ， を通り ， ， に平行な直線 と，点 ， ， を通り９

， ， に平行な直線 がある。 上にそれぞれ点 ， をとるとき，

線分 の長さの最小値を求めよ。

四面体 において， とする。 ， ，10

とし， ， ， とおく。点 から面 に垂線を引

き，その交点を とする。

　 を と を用いて表せ。

　 の長さを求めよ。

　四面体 の体積を求めよ。

すべての辺の長さが の四角錐がある。この四角錐の頂点を ，底面を正方形 と11

し， ， ， とする。

　 を， ， ， を用いて表せ。

　内積 ･ ， ･ ， ･ をそれぞれ求めよ。

　点 ， ， ， が正四面体の頂点となるようなすべての点 について， を ，

　 ， を用いて表せ。
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　 　 　　 　１

　 ， ， ， ， ，２

　 ， ， ，３

　 　 　　 　 ， ，４

　 　 　　 　 ， ，５

　　　 　 ：

　 　 　　　 　 ： ：６

　 　 　　 　 　　 　７

　 ， ， ， ， ，８

　９

　 　 　　 　 　　 　10

　 　 　　 　 ･ ， ･ ， ･11

　　　 　 ，
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　 ， ，

　ゆえに　

１

　 ， ･ ･ ･ ･･

　よって　 ･

　　　　　　　　　 ･ ･

　　　　　　　

　ゆえに　

求めるベクトルを ， ， とする。２

であるから　 ･ 　　　　　　よって　　 　　　 ……①

であるから　 ･ 　　　　　　よって　　 　……②

であるから　　 　　　　よって　　 　……③

①，②から　　 ，

③に代入して　　 　　　　ゆえに　

　　 のとき ， ； のとき ，

よって，求めるベクトルは　　 ， ， ， ， ，

は ， を通る直線上にあるから， を実数として と表すことが３

できる。

， ， ， ， であるから

　　　　　　 ， ， ， ，

　　　　　　　 ， ，

であるから　　　 ･

よって　　 　　　すなわち　　

したがって，点 の座標は　　 ， ，
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また，線分 の長さは　　

平面

　点 と 平面に関して対称な点を とすると，その

　座標は

　　　　　　　　　　　 ， ，

　 は 平面上にあるから　　

　ゆえに　　

　 が最小となるのは， ， ， が一直線上にあ

　るときである。

　よって， の最小値は線分 の長さに等しい。

　したがって，求める最小値は

４

　　　

　 を原点とし，点 の座標を ， ， とする。

　直線 上の点 のベクトル方程式は　 は実数

　 から　 ， ， ， ， ， ，

　ゆえに　 ， ， ， ， ， ，

　　　　　　　　　 ， ， 　……①

　ここで　点 は 平面上にあるから　

　よって　 から　　 　……②

　したがって　点 の座標は②を①に代入して

　　　　　　 ， ，

　 から５

　　　　

　よって　

　したがって　

　 から　 　……①

　また， から

　　　　　

　　　　　　

　　　　　　 　……②

　 ， ， で ， ， はどの つも平行でないから，

　①，②より　 ， ，
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　これを解くと　 ， ，

　 から　 ： ：

　底面積が等しい四面体の体積は高さに比例するから，四面体 と四面体

　の比は

　　　　　 ： ：

点 は直線 上にあるから， となる実

数 がある。

ここで　　

よって　　

点 は平面 上にあるから　　

ゆえに　　

したがって　　

６

また　　 ： ：

　　　　　 ， ， ， ，７

　　　　　　 ， ， ， ，

　よって　　 ･

　　　　　　

　　　　　　

　ゆえに　　
･

　 より であるから

　　　　　　

　したがって，△ の面積を とすると

　　　　　　 ･ ･ ･

　　　　 ･ ･

　点 は平面 上にあるから， ， ， を実数として

　　　　　　 ， 　　と表される。

　ここで， ， ， ， ， ， ， ， ， であるから

　　　　　　 ， ， ， ， ， ，

　　　　　　　 ， ，
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　 平面 であるから　　 ，

　 ･ から　　

　よって　　 　……①

　 ･ から　　

　よって　　 　……②

　①を に代入すると　　 　　　　ゆえに　　

　これを①，②に代入して　　 ，

　これを解いて　　 ，

　このとき　　 ， ，

　よって　　　

　 ， の結果から，四面体 の体積は

　　　　　　　 ･ ･

点 は 上にあるから， ， ， とおける。８

点 から に下ろした垂線を とすると　　 ， ，

点 と 上の点の距離の最小値は である。

より

　

よって， から　　 ，

のとき　　 ，

のとき　　

したがって，求める点 の座標は　　　　 ， ， ， ， ，

直線 上の点を ， ， とすると９

　　　　 ， ， ， ， ， ，

　　　　　　　　　 ， ，

直線 上の点を ， ， とすると

　　　　 ， ， ， ， ， ，

　　　　　　　　　 ， ，

点 ， の座標を，それぞれ

　　　　 ， ， ， ， ，

とおくと
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　よって， は ， すなわち ， のとき最小となる。

　 であるから，このとき も最小となる。

　よって， の最小値は　　

　 ， のとき

　　　　　　　 ， ，

　　 ･

　　 ･

　よって　　　 ，

　したがって， が最小となるとき ， が成り立つ。

　点 は平面 上にあるから， ， は実数 と表される。10

　よって　　

　また　　　 ， ， ，

　　　　　　 ･ ，

　　　　　　 ･ ，

　　　　　　 ･

　 であるから　　 ･ 　　　　すなわち　　 ･

　よって　　　 ･ ･ 　　　　　ゆえに　　　 ･ ･

　すなわち　　 　……①

　 であるから　　 ･ 　　　　すなわち　　 ･

　よって　　　 ･ ･ 　　　　　ゆえに　　　 ･ ･

　すなわち　　 　……②

　①，②を解くと　　 ， 　　　したがって　　

　 より， であるから
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　　　　 ･ ･ ･ ･ ･ ･

　　　　

　 であるから　　

　△ ･ ･ ･ ･

　よって，四面体 の体積は　　 ･△ ･ ･ ･

　11

　△ ，△ ，△ は 辺の長さが の正三角形であるから

　　　　　　 ･ ･ ･ ， ･

　また，同様にして， から

　　　　　　 ･ ･ ･ ･ ･

　ゆえに　　 ･

　 ， ， は実数 とする。

　△ の重心を とすると　　

　ゆえに　　

　点 が満たすべき条件は　　 ， ， 　

　よって　　 ･ ･ ，

　 から　　 ……①

　　　　　　 　 ……②

　　　　　　 　 ……③

　②から　　 　　　このとき，①から　

　これらを③に代入して整理すると　　 　　　ゆえに　 ，

　よって　　 ， ， ， ， ， ， ，

　したがって　　 ，
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問題
点 ， ， ， からの距離の比が ： である点 の軌跡を求めよ。１

連立不等式 の表す領域を図示せよ。２

， が つの不等式 ， ， を同時に満たすとき，３

の最大値，最小値を求めよ。

問題
放物線 について，次の問いに答えよ。４

　頂点 の座標を ， とするとき， ， をそれぞれ で表せ。

　 がすべての実数値をとって変化するとき，点 の軌跡を求めよ。

点 ， ， ， と放物線 上の動点 とでできる△ の重心 の軌５

跡を求めよ。

の値が変化するとき，次の 直線の交点 の軌跡を求めよ。６

　　　　 ，

放物線 と直線 が異なる 点 ， で交わっている。 の値が変化す７

るとき，線分 の中点 の軌跡を求めよ。

直線 ， のなす角の二等分線の方程式を求めよ。ただし，８

直線のなす角の二等分線は， 直線から等距離にある点の軌跡であるものとする。

方程式 の つの異なる解が の範囲にある。 ， の満たす関９

係式を求めよ。また，点 ， の存在する範囲を図示せよ。

数学②　第１０回試練　図形と式２　　　　　



実戦問題
点 ， が，不等式 の表す領域上を動くとき，次の式の最大値，10

最小値を求めよ。

　

　

点 ， が を満たして動くとき，点 ， の動く範囲を11

図示せよ．

がすべての実数値をとって変化するとき，直線 　……①が通りうる12

点 ， の存在範囲を図示せよ。

次の連立不等式の表す領域を とする。13

　　　　

　領域 を図示せよ。

　 を実数とする。点 ， が を動くとき， の最小値を を用いて表せ。

　 を実数とする。点 ， が を動くとき， の最大値を を用いて表せ。
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　中心 ， ，半径 の円１

　図 境界線を含まない２

　 ， のとき最大値 ； ， のとき最小値３

　 　 ， 　　 　放物線４

　放物線５

　原点を中心とする半径 の円　ただし，点 ， を除く６

　放物線 の ， の部分７

　 ，８

　 ， ， ，

　　　 図 境界線を含まない

９

　 　 ， のとき最大値 ； ， のとき最小値10

　　　 　 ， のとき最大値 ；

　　　　　 ， のとき最小値
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　図　境界線のうち，放物線 上の点は

　　　含まないで，他は含む

11

　図，境界線を含む12

　 　図 境界線を含む　　 　

　　　 　 ， のとき ；

　　　　 のとき ；

　　　　 のとき

13
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点 の座標を ， とする。１

から　　

， であるから，これは と同値である。

よって　　

整理すると　　

すなわち　　

したがって，求める軌跡は　　中心 ， ，半径 の円

を変形すると　

求める領域は，円 の外部と直線

の下側との共通部分で，図の斜線部分で

ある。ただし，境界線を含まない。

２

，

与えられた連立不等式の表す領域を とする。

領域 は 点 ， ， ， ， ， を頂点とする

三角形の周および内部である。

　　　　　　　 　……①

とおくと，これは傾きが ， 切片が である直

線を表す。

図から，直線①が

　　　点 ， を通るとき， は最大で　

　　　点 ， を通るとき， は最小で　

３

よって　　 ， のとき最大値 ； ， のとき最小値

　 を変形すると　　４

　よって，点 の座標は　　 ，

　したがって　　 ，

　 から　　

　これを に代入して
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　　　　　　　　 　　すなわち　　

　 であるから， がすべての実数値をとって変化するとき， もすべての実数

　値をとる。

　よって，求める軌跡は　　放物線

，

，

，

，

点 は直線 上にないから，図形 は常に

三角形になる。

点 の座標を ， とすると， は放物線

上にあるから　　 　……①

また，重心 の座標を ， とすると，条件から

　　　　 ，

すなわち　　 ，

これらを①に代入して　　

５

整理すると　　

よって，重心 は放物線 上にある。

逆に，この放物線上のすべての点 ， は，条件を満たす。

したがって，求める軌跡は　　放物線

直線の方程式を変形して６

　　　　 　 ……①

　　　　 　……②

点 の座標を ， とすると， ， は①，②を満たす。

　 のとき，②から　　

　これを①に代入して　　　 　　　　よって　 　……③

　③において とすると　　

　したがって， のとき，点 は，円③から 点 ， ， ， を除いた図形上に

　ある。

　 のとき，②から　　

　 ， を①に代入すると　　

　よって，点 ， は， のときの 直線の交点である。

， から，点 は，原点を中心とする半径 の円から点 ， を除いた図形上にあ

る。

逆に，この図形上の点 は，条件を満たす。

したがって，点 の軌跡は

　　　　原点を中心とする半径 の円　ただし，点 ， を除く
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　①から第 の直線は定点 ， を通り，②から第 の直線は定点 ， を通る。

　また，この 直線は垂直であるから，点 は 点 ， ， ， を直径の両端とする

　円周上にあることがわかる。

　ただし，①は直線 ，②は直線 を表さないから，点 ， を除く。

と から を消去して整理すると

　　　　　 　……①

判別式を とすると

　　　　　 ･ ･

　　　　　

放物線と直線が異なる 点で交わるのは， の

ときであるから　　

ゆえに　　 ， 　……②

７

つの交点 ， の 座標をそれぞれ ， とする。

， は①の異なる つの実数解であるから，解と係数の関係により

　　　　　

よって，中点 の座標を とすると

　　　　　 　……③　　　また　　 　……④

③から　　 　……⑤

⑤を④に代入して　　 　　　すなわち　　

⑤を②に代入して　　 ， 　　すなわち　　 ，

よって，求める軌跡は　　放物線 の ， の部分

，
，

直線のなす角の二等分線上の点を ， とする。

点 は 直線 ， から

等距離にあるから

　　　　　

よって　　　

すなわち　　

したがって，求める直線の方程式は

　　　　　　 ，

８
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＋
＋

とし， の判別式を とする。

放物線 は下に凸で，軸の方程式は　

方程式 が の範囲に つの異なる

解をもつための条件は

　　

　　 ，

　　軸について　

すなわち

　　 ， ，

　　 ，

よって，点 ， の存在する範囲は右の図の斜線部分

のようになる。

ただし，境界線を含まない。

９
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与えられた不等式の表す領域は，右の図の斜線部分

である。

ただし，境界線を含む。

　 とおくと，　 　……①

　①は原点を通り，傾き の直線を表す。図から，

　直線①が円 に接するとき，

　 の値は最大，最小となる。

　接するとき，円の中心 ， と直線①の距離が

10

　円の半径 に等しいから　　
･

　分母を払うと　　 　　　　両辺を 乗して　　

　ゆえに　　 　　　　よって　　 ，

　 のとき，接点の座標は　 ，

　 のとき，①は　　 　……②

　また，円の中心 ， を通り，直線②に垂直な直線の方程式は

　　　　　　 　　すなわち　　 　……③

　接点は， 直線②，③の交点であるから，その座標は　　 ，

　以上から　　 ， のとき最大値 ； ， のとき最小値

　 ……④ とおく。

　④は，原点を中心とし，半径 の円を表す。

　図から 円が内接するとき， の値は最大となる｡ このとき 円の中心間の距離は

　　　　　　　

　であるから　

　よって　　　

　また， 円が外接するとき， の値は最小となる。

　このとき　　

　よって　　　

　接点は，円 と直線
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　の交点である。

　円と直線の式から を消去すると　　

　すなわち　　 　　　ゆえに　　

　このとき　　 　複号同順

　以上から　　 ， のとき　最大値

　　　　　　　 ， のとき　最小値

　 は，原点と点 ， の距離の 乗を

　表す。右の図のように，円上の点で，原点 か

　ら最も遠い点を ，最も近い点を とすると，

　　　　　

　　　　　

　よって，最大値は　

　　　　　最小値は　

， とおく．

， は 次方程式 の実数解であるから，

判別式 について　

ゆえに　

また， から　

よって　 　　　ゆえに　

以上により，点 の存在範囲は　図

ただし，境界線のうち，放物線 上の点は含ま

11

ないで，他は含む．

……①を について整理すると12
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　　　　　 　……②

直線①が点 ， を通るとき，①すなわち②を満たす

実数 が存在するから， の 次方程式②の判別式

について， である。

　　　　　

から　　

すなわち　　　

よって，求める点 ， の存在範囲は右の図の斜線部分

である。ただし，境界線を含む。

　
　　……①

　……②
　とおく。13

　②から　　

　①に代入すると　　

　　　　　　

　　　　　　

　ゆえに　　 ，

　これと②から　　 ， ， ， ，

　よって，領域 は右の図の斜線部分である。

　ただし，境界線を含む。

　 ， において とおくと

　　　　　　 　……③，　 　……④

　直線③は，傾きが ， 切片が の直線を表す。

　円①の中心 ， と直線④の距離を とすると

　　　　　　 　　　　　ゆえに　　

　よって，グラフから最小値は　

　ア　 または 　すなわち　 または のとき
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のとき

のとき　　グラフと から，最大値は　

　イ　 すなわち のとき

　　　 ， ， で最大値

　 ウ　 すなわち のとき

　　　 ， ， で最大値
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問題
数列 ， ， ，……， において，異なる つの項の積の和を求めよ。１

年始めに 万円ずつ毎年積み立てることにした．年利率 の複利計算の場合，元利２

合計が 万円を初めて超えるのは何年後か． ， として計

算せよ．

分母と分子の和が ， ， ，……となるような分数を並べた次の数列において， は３

第何項か。また，第 項を求めよ。

　　　　　 ， ， ， ， ， ， ， ， ， ， ， ，……

放物線 と直線 で囲まれる領域内 境界を含む にある格子点の個数を４

求めよ。

…… とする。５

　 ， ， ， に対して， を求めよ。

　数列 の一般項を推測し，その推測が正しいことを数学的帰納法により証明せ

　よ。

袋の中に から までの数字が つずつ書いてある 個の球がある。この袋から 個の６

球を無作為に取り出し，その数を記録してもとの袋に戻す。これを 回繰り返したとき，

記録した 個の数の和が偶数である確率を とする。ただし， のとき， は取り

出した 個の球に書かれている数が偶数である確率とみなす。

　 を で表せ。　　　　　　　　　 　 を求めよ。

実戦問題
数列 ， ， ，……， において，互いに隣り合わない つの項の積の和を求めよ。７

次のような分数の列がある。８

　　　 ， ， ， ， ， ， ， ， ， ， ，……

　 は第何項か。　　　　　　　　　　 　第 項を求めよ。

…

… …

… … …

… … … …

… … … …

… … … … …

自然数を右の図のように並べる。

　 が偶数のとき， 番上の段の左から 番目の

　数を の式で表せ。

　 が奇数のとき， 番上の段の左から 番目の

　数を の式で表せ。

　 は左から何番目，上から何段目にあるか。

９
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　 を満たす 以上の整数の組 ， の個数を求めよ。10

　 を満たす 以上の整数の組 ， の個数を求めよ。

文字 ， ， を横に 個書き並べたものを長さ の単語と呼ぶことにする。ただし，11

， ， ，……とする。例えば， ， ， はどれも長さ の異なる単語

である。

　長さ ， および の単語を，それぞれ列挙せよ。

　長さ の単語のうち， を奇数個含むものの数を で，残りのものの数を で表

　す。このとき， ， を求めよ。

実戦問題（記述式）
の関数 ， ， ，…… を次の式で定める．12

　　　　　
，

このとき， と表されることを示せ．ただし， とす

る．

整数の数列 を次の式によって定義する．13

　　　　 ……

　数学的帰納法を用いて であることを示せ．

　 を順次計算して， となる最小の を求めよ．

　 の小数部分が 以下となる最小の とそのときの の値を求めよ．

， …… …… で定められる数列14

の一般項 を推測し，その推測が正しいことを証明せよ。
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　１

　 年後２

　第 項，３

　 個４

　 　 ， ， ，５

　　　 　 ，証明略

　 　 　　 　６

　７

　 　第 項　　 　８

　 　 　　 　 　　 　左から 番目，上から 段目９

　 　 個　　 　 個10

　 　長さ の単語： ， ，11

　　　　長さ の単語： ， ， ， ， ， ， ， ，

　　　　長さ の単語： ， ， ， ， ， ， ， ， ， ，

　　　　　　　　　　　 ， ， ， ， ， ， ， ， ， ，

　　　　　　　　　　　 ， ， ， ， ，

　　　 　 ，

　略12

　 　略　　 　 　　 　13

　 ，証明略14
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　求める和を とする。１

　 …… …… ･ ･ …… ･ ……

　であるから　　　　

　よって　　

　　　　　　　

　　　　　　　

　したがって　　

年後の元利合計は，初項 万円，公比 の等比数列の和である．２

よって，求める条件は　

ゆえに　

よって　

したがって　 ……①

ここで， ，

　　　　

ゆえに，①は　 　　ゆえに　 ……

これを満たす の最小値は　 　　よって　 年後．
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分母と分子の和が同じ分数を つの群として，次のように区切って考える。

　　　　　　　 　 ， ， ， ， ， ， …

３

第 群には 個の分数が入る。

前半　第 群に入る分数の分母と分子の和は であるから， は第 群にあり，

　その 番目の数である。

　第 群から第 群までの項の個数は

　　　　　　　　 …… ･

　 であるから， は　　第 項

後半　第 群から第 群までの項の個数は

　　　　　　　　 ……

　よって，第 項が第 群に入るとすると

　　　　　　　　

　ゆえに　　　　 　……①

　 ･ ， ･ であるから，①を満たす自然数 は　　

　第 群から第 群までの項の個数は　　 ･ ･

　よって，第 項は第 群の 番目であるから　　

とすると　　

よって，放物線 と直線 は 点 ，

， で交わる。

領域内の格子点で，直線 は整数 上にあるもの

の座標を ， とおくと

　　　　　

よって，格子点の個数は

　　　　　

４

， ， ，……， であるから，求める格子点の個数は

　　　　　

　　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　　　 ･ ･ ･ ･ ･ ･

　　　　　　　　　　　　　＝ 個
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　５

　ここで　　 ……

　よって　　 　……①

　ゆえに　　 ，

　　　　　　 ，

　 から， ， ， ， に対して　　

　すなわち　　

　よって， ……②と推測される。

　 　 のとき　 から，②は成り立つ。

　 　 のとき，②が成り立つと仮定すると　　

　　①から， のとき

　　　　　　　

　　　　　　　　　

　　ゆえに， のときにも②は成り立つ。

　 ， により，すべての自然数 について②は成り立つ。

　 個の数の和が偶数になるには，次の ， の場合がある。６

　 　 個の数の和が偶数で， 回目に偶数が書かれた球を取り出す。

　 　 個の数の和が奇数で， 回目に奇数が書かれた球を取り出す。

　 ， は互いに排反であるから　　 ･ ･

　ゆえに　　

　 の式を変形すると　　

　よって，数列 は公比 ，初項 の等比数列であるから

　　　　　　 ･

　ゆえに　　 ･
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求める和は７

　　　　　　

　　　　　

　　　　　

　　　　　 ･

この数列を，次のように 個， 個， 個，……の群に分ける。８

　 ， ， ， ， ， ， ， ， ， ，……

このとき，第 群の 番目の数は ， ， ，……， と表される。

　 は第 群の 番目の数である。

　また，第 群から第 群までに入る数の総数を とすると

　　　　　 ……

　よって，第 群から第 群までに入る数の総数は

　　　　　

　したがって， より， は第 項

　第 項が第 群に含まれるとすると

　　　　　

　よって　　

　　 のとき　 ，

　　　　　　　　　

　 は自然数であるから　　

　第 群から第 群までに入る数の総数は

　　　　　

　よって，第 項は第 群の 番目の数である。

　したがって，第 項は　　
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並べられた自然数を，次のように区分する。９

　　　　　 ｜ ， ｜ ， ， ｜ ， ， ， ｜，……　　……①

　 番上の段の左から 番目の数は， が偶数のとき，

　①の第 群の末項である。

　よって，求める数は　　 ……

　 番上の段の左から 番目の数は， が奇数のとき，

　①の第 群の初項である。

　 のとき，第 群の末項は

　　　　　　 ……

　よって， が 以上の奇数のとき，求める数は

　　　　　　

　これは のときにも適する。　　 　

…

第 群

左から 左から 番目

上から 段目

番目

　 が①の第 群に属するとすると

　　　　　　

　また， は単調に増加する。

　
･

，
･

であるから

　　　　　　

　よって， は第 群の 番目

　の数である。

　したがって， は，左から

　 番目，上から 段目にある。
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　 以上の整数 のとりうる値は　　 ， ，10

　 を満たす 以上の整数 は

　　 のとき， から　　　 ， ， ， ，

　　 のとき， から　 ， ，

　　 のとき， から　 ，

　以上から，求める整数の組 ， の個数は 個

　 ……① とする。

　 以上の整数 のとりうる値は　　 ， ， ，……，

　 　 ， ， ，……， のとき

　　①から　 　　　　よって　 　……②

　　 ， ， ，……， のそれぞれの の値に対し，②を満たす 以上の整数 は

　　 個ある。

　 　 ， ， ，……， のとき

　　①から　 　　　　よって　 　……③

　　 ， ， ，……， のそれぞれの の値に対し，③を満たす 以上の整数 は

　　 個ある。

　 ， から，①を満たす 以上の整数の組 ， の個数は

　　　　　

　　　　　　　　　　　　　　　　　　 　個
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　長さ の単語： ， ，11

　長さ の単語： ， ， ， ， ， ， ， ，

　長さ の単語： ， ， ， ， ， ， ， ， ， ， ，

　　　　　　　　 ， ， ， ， ， ， ， ， ， ， ， ，

　　　　　　　　 ， ， ，

　 を次の ～ の場合に分けて考える。

　 　最初の文字が のとき

　　残りの 個の文字には が偶数個含まれるから，単語の数は　

　 　最初の文字が のとき

　　残りの 個の文字には が奇数個含まれるから，単語の数は　

　 　最初の文字が のとき

　　残りの 個の文字には が奇数個含まれるから，単語の数は　

　よって　　 　……①

　また，長さ の単語は， 文字 ， ， から重複を許して 個並べたものであるか

　ら，全部で 個ある。

　よって　　 　　　　ゆえに　 　……②

　②を①に代入して　　

　すなわち　　 　　　また， から　　

　したがって， のとき

　　　　　　

　この式は のときにも成り立つ。

　ゆえに　　 　　　　②に代入して　　
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数学的帰納法により証明する．12

　 のとき

　　　 左辺

　　　 右辺

　よって，成り立つ．

　 のとき

　　　 左辺

　　　 右辺

　よって，成り立つ．

　 ， のとき成り立つと仮定する．

　すなわち　

　　　　　　

　 のとき

　 左辺

　　　

　　　 ･

　　　 ･

　　　

　　　

　　　 右辺

　よって，成り立つ．

以上から， であるすべての について と表される．

数学②　第１１回試練　数列の応用　　　



　 …… のとき を数学的13

　帰納法で証明する．

　 から

　 が成り立つ．

　 　 のとき　 で成り立つ．

　 　 のとき成り立つと仮定すると　

　　 のとき

　　　

　　 のときも成り立つ．

　よって，すべての自然数 に対して成り立つ．

　 を順次計算すると

　　　　

　これから　

　よって， となる最小の自然数 は　

　

　よって　

　上の表から は のとき絶対値が より小さい．

　更に が奇数ならば と表される．

　すなわち の小数部分が 以下となる最小の は で　
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のとき　　14

　 であるから　　

のとき　　

　よって　　 ･ ･ ･ 　　　　　　　　　 ゆえに　　

のとき　　

　よって　　 ･ ･ ･ ･ ･ 　　　　ゆえに　　

したがって， ……①と推測できる。

この推測が正しいことを，数学的帰納法を用いて証明する。

　 のとき，①は成り立つ。

　 のとき，①が成り立つと仮定すると　　

　このとき，条件式で とすると

　　　　　　 ……

　　　　　 ……

　よって　　 ･ ･ ……

　　　　　 ･ ･ …… ･ ･

　ゆえに　　

　したがって　　

　　　　　　　　　　 ･

　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　 ･ ･

　　　　　　　　　　

　よって　　

　ゆえに， のときにも①は成り立つ。

， から，すべての自然数 について①は成り立つ。

したがって　　
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問題
　 を計算せよ。１

　等式 を満たす実数 ， の値を求めよ。

方程式 の解を とするとき， を求め２

よ。

方程式 の虚数解の つを とするとき， の値を３

求めよ。

多項式 を ， で割った余りがそれぞれ ， である。 を４

で割った余りを求めよ。

問題
を簡単にせよ。５

方程式 が を解にもつとき，実数の定数 ， の値を求めよ。６

また，他の解を求めよ。

複素数 が を満たすとする。もとの方程式の解を複素数の範囲７

ですべて求めよ。

整式 を で割ったときの余りを求めよ．８

整式 を で割ると余りが ， で割ると余りが となる。このとき，９

を で割ったときの余りを求めよ。

実戦問題
の 次方程式 の解が次のようであるとき，定数 の値を求めよ。10

　 つの解の差が

　 つの実数解の絶対値の和が 　

の つの解を とするとき，11

の値を求めよ．

についての多項式 を で割った余りが ， で割った余りが12

のとき， を で割った余りを求めよ。

とおく。13

　 次方程式 の つの解を ， とするとき， ， の値

　を求めよ。

　方程式 を解け。

のとき， ， の値を求めよ。14
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　 　 　　 　 ，１

　ア　 　　イ　 　　ウ　２

　３

　４

　５

　 ， ， ，６

　前半　 　　後半　 ，７

　８

　９

　 　 　　 　10

　11

　12

　 　順に ， 　　 　 ，13

　 ，14
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　与式１

　　　　

　左辺を展開すると　　

　よって　　

　 ， は実数より， ， も実数であるから　　 ，

　これを解くと　　 ，

　 　等式より　　

　　　 右辺

　　よって　　

　　 ， は実数であるから　　 ，

とおくと　　２

よって， を計算することにより　　

ゆえに　 　　よって　

から　　 ア
イ

ウ

方程式 から　　３

は の解である。

よって， は ， を満たす。

これより　　 ，

よって　　

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 ･ ･

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

を 次式 で割った余りを とおいて，商を とすると４

　　　　　　　　　　

この等式より　　 ，

を で割った余りが であるから　　

　　　 で割った余りが であるから　　

よって　　 ， 　　　　これを解くと　　 ，

したがって，求める余りは　　
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与式５

分子

　 　

　　

　 　

よって　　与式

が方程式の解であるから　６

整理すると　　

， は実数であるから　 ，

これを解いて　　 ，

よって，方程式は　　

左辺を因数分解すると　

よって，方程式の解は　 ，

したがって，他の解は　　 ，

が方程式の解であるから　 ･ ･

すなわち　 　　　よって　

このとき，方程式は　

左辺は を因数にもつから， で割ると，商は となり

　　　

　　

よって，方程式の解は　 ， ，

したがって，残りの解は　 ，

は方程式の解でないから　　７

方程式の両辺を で割ると　　 ･

よって　　

であるから　　

ゆえに　　 　　　　すなわち　　

よって　　 ，

　 のとき　　

　両辺に を掛けて整理すると　　

　これを解くと　　
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　 のとき　　

　両辺に を掛けて整理すると　　

　これを解くと　　

したがって，解は　　 ，

求める余りは 次以下の整式または であるから， とおく．８

商を とすると　 が成り立つ．

とおくと　 ･･･ 　　ゆえに　

とおくと　 ･･･ 　　ゆえに　 　　よって　

したがって，求める余りは　

　

　　　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　　　　

　　また　

　　よって，余りは　

を 次式 で割ったときの商を ，余りを とすると，９

次の等式が成り立つ。

　　　　 　 ， ， は定数

さらに，条件より， を で割ったときの余りが であるから，

を で割ったときの余りが となる。

すなわち　　

よって　　

剰余の定理により， から　　

これを解くと　　

よって，余りは　　
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　 次方程式 の つの解を ， とすると，解と係数の関係から10

　　　　　 ……①，　 ……②

　 つの解の差が であるのは， すなわち のときである。

　 から　　

　①，②を代入すると　　 ･

　すなわち　　 　　　　これを解いて　　

　この 次方程式の判別式を とすると　　

　実数解をもつための条件は， から　　 ， 　……③

　実数解をもつとき， つの実数解の絶対値の和が になることは が

　成り立つことである。

　　　　　

　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　

　①，②を代入すると　　 ･

　すなわち　　 　……④

　 　 のとき

　　④は　　 　　　　これを解いて　　

　　 を満たすものは　　 　　　　これは③を満たさない。

　 　 のとき

　　④は　　 　　　　これを解いて　　

　　 を満たすものは　　

　　 であるから，これは③を満たす。

　以上から　　

から　11

また　 から　

･ ･ 　

　平凡に

　　

　　

･

　としてもよい．

を 次式 で割ったときの商を ，余りを とすると，12

次の等式が成り立つ。
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　　　　 　 は または 次以下の整式

は で割り切れるから， を で割った

余りは， を で割った余りと等しい。

よって， は次のように表される。

　　　　 　 ， は定数　……①

また， を で割った余りは， を で割った余りと等しいから

　　　　 　 ， は定数　……②

①，②は同じ式を表すから

　　　　

式を展開して整理すると

　　　　

両辺の係数を比較して

　　　　 ， ， ，

これを解くと　　 ， ， ，

したがって，求める余り は　　

　 から　　13

　 であるから　　 ，

　また， ， は方程式 の解であるから　　 ，

　よって　　 ，

　

　よって， から　　

　すなわち　　 　……①

　ここで， ， であるから， ， は①の つの解である。

　ゆえに， より，①の左辺は を因数にもつ。

　①の左辺を因数分解すると　　

　したがって， の解は　　 ，

　 　 とおくと
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　　よって， から　　

　　したがって　　 ，

　 　 の つの解 ， は，

　　 ， ， を満たす実数である。

から　　 　……①14

すなわち　　 　　　　　　この両辺を 乗すると　

よって　　　 　　　　　　また　　 　……②

ここで，多項式 を多項式 で割ると

これと①，②から，求める式の値は
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