
制限時間なし

%$6,&問題
��つの曲線�\ �[ ��と�\ �ORJ[�D�が接するとき，次の問いに答えよ。１

���　定数�D�の値を求めよ。

���　これらの曲線と�[�軸で囲まれた部分の面積を求めよ。

[\�平面上の曲線�&：\ FRV[ �����[ ��
S

�
�を考える。&�上の点を�3�� 
[，\ �として，[�軸２

上に点�4�� 
[，� �をとり，線分�34�を���辺とする正方形�/�を�[\�平面に垂直に立てる。た

だし，3�と�4�が一致するときは，/�は���点であるとする。点�3�が曲線�&�上を動くとき，

/�が通過してできる立体の体積�9�を求めよ。

次の曲線または直線で囲まれた部分が，[�軸の周りに���回転してできる回転体の体積を３

求めよ。

���　\ �[ ��，\ � �[ ��　　　　　　　������　\ �
([，\ [　�[���

曲線�\ ORJ � 
�[ � �と�\�軸および直線�\ ��で囲まれた部分を，\�軸の周りに���回転して４

できる立体の体積を求めよ。

67$1'$5'問題

[�

�\

�2 �

�

&

S

�

曲線�&�は媒介変数�K����K ��
S

�
�を用いて

　　　　[ FRVK�KVLQK，\ FRVK

と表されており，右の図のような形をしている。

���　��K�
S

�
�に対して，

G\

G[
�を�K�を用いて表せ。

���　曲線�&�と�[�軸および直線�[ ��で囲まれる図形の面

　積を求めよ。

５

放物線�\ �[ ���と直線�\ �[�とで囲まれた部分が，[�軸の周りに���回転してできる立６

体の体積を求めよ。

曲線�\ �VLQ[　�
S

�
�[ ��

�

�
S �と直線�\ ��で囲まれた部分が，\ ��の周りに���回転７

してできる回転体の体積�9�を求めよ。

���　定積分�' �
� �W

�� �W
GW�を求めよ。８

���　不等式� �[ � �\ �ORJ � 
�� �] �ORJ� �の定める立体の体積を求めよ。

数学③　第９回試練　数Ⅲ積分の応用１　　　���� �����



実戦問題

[�

�\

�2

媒介変数�W�によって，[ �FRVW�FRV�W，

\ �VLQW�VLQ�W ����W 
�S �と表される右図の曲線と，

[�軸で囲まれた図形の面積�6�を求めよ。

９

底面の半径��，高さ���の直円柱を，底面の直径を含み底面と������の角をなす平面で切断10

するとき，底面とこの平面で挟まれた部分の体積を求めよ。

空間における点�$���，��， 
�� ，点�%�� 
��，�，� �を通る直線�A�を，]�軸の周りに���回11

転してできる曲面を�6�とする。

���　平面�] W�と直線�A�の交点�3�の�[�座標，\�座標を�W�で表せ。

���　平面�] �，平面�] ��，曲面�6�で囲まれた立体の体積�9�を求めよ。
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S　���　D �　　���　
�
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�
�

(H
１

S　
S

�
２

S　���　
��

��
S　　���　

�

��
S３

S　
S

� �
�H �� �H 
��４

S　���　
G\

G[
 �

WDQK

K
　　���　

��S �

��
５

S　���S６

S　S��S 
��(�７

S　���　��
S

�
　　���　S�� 
�S８

S　�S９

S　
�(�
�

10

S　���　[�座標は��W��，\�座標は�W��　　���　9 
���

�
S11
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���　I � 
[  
�[ ，J � 
[  �ORJ[�D�とすると　　I � � 
[  �[，J � � 
[  

�

[
１

　接点の�[�座標を�W����W!����とすると，I � 
W  J � 
W ，I � � 
W  J � � 
W �が成り立つから

　　　　　　� �W  �ORJW�D　……�①　　　　�W 
�

W
　……�②

　W!��であるから，②�より　W �

　①�に代入して　D �

　このとき，共有点は点�� 
�，� �のみで適する。

[�

�\

�2 �

�

[ (\

[ 
�\ �
�H

���　\ �[ �から　　[ (\

　\ �ORJ[���から　　[ 
�\ �
�H

　よって，求める面積は

　　　' �
�

� 
�
�\ �
�H (\ G\ 

�

�

� ���
�\ �
�H

�

�

�
�\

　　　　　　　　　　　� 
�

�
�
�

(H

[

\

4 3

2
�

S

�

34 FRV[ �であるから，線分�34�を���辺とする正方形�/�の

面積は　　 �34  �FRV [

よって　　9 ' �
S
�

�FRV [G[ ' �
S
� �� FRV�[

�
G[

　　　　�　�� 
�

S
�

� ��
[

�

VLQ�[

�
 

S

�

２

求める体積を�9�とする。３

���　 �[ �� � �[ ���とすると　 �[  �　　　　よって　　[ ��

[�

�\

�2
�� �

��

��

\ �[ ��
\ � �[ ��

　���[���において　� �[ ��� �[ ����

　したがって

　　　9 S'��
�

� ���� 
�� �[ � �
� 
��[ � G[

　　　��� S'��
�

� 
��� �[ � �[ � G[

　　　��� �S' �
�

� 
��� �[ � �[ � G[

　　　��� �S
�

�

� ���
�

�
�[
�

�
�[ �[  

��

��
S
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�

\ [

\ �
([

\

2 [

���　[���で� �([ [�とすると　[ �，�

　��[���において　��[� �
([

　したがって

　　　9 S' �
�

� ���� 

�
([ �[ G[ S' �

�

� 
�
�
�[ �[ G[

　　　��� S
�

�

� ��
�

�

�
�[

�[

�
 
�

��
S

[

\

2��

�

�H ��

\ ORJ � 
�[ � �から　　[ \H ��

求める回転体の体積を�9�とすると

　　9 S' �
�

�
� 
�\H � G\ S' �

�

� 
���\H � \H � G\

　　��� S
�

�

� ���
�\H

�
� \H \

　　��� S��
�H

�
�� �H ��� ��

�

� ����

　　��� 
S

� �
�H �� �H 
��

４

���　
G[

GK
 �VLQK�VLQK�KFRVK KFRVK，��

G\

GK
 �VLQK５

　よって，��K�
S

�
�のとき　　

G\

G[
 

G\

GK

G[

GK

 
�VLQK

KFRVK
 �

WDQK

K

K ��
�S

�

[ ��
�S

�

���　����から，��K�
S

�
�のとき　

G[

GK
��

　よって，このとき�[�は単調に増加するから，K�と�[�の対応は右の

　ようになる。

　��K�
S

�
�のとき，\���であるから，求める面積は

　　　　　　' �
S
�

\G[ ' �
S
�

･FRVK KFRVKGK

　　　　　　　　　� ' �
S
�

･K
�� FRV�K

�
GK 

�

� ' �
S
�

� 
�K KFRV�K GK

　�　　　　　　　　 
�

� � �
�

S
�

� �
�K

�
�

�

S
�

� �･K
VLQ�K

� �' �
S
� VLQ�K

�
GK
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　　　　　　　　　� 
�

� �
�S

� ��
�

� �

S
�

� �
FRV�K

�
 
�

� �
�S

�
�
�

� ��� �
��

　��　　　　　　　��� 
��S �

��

\

2 [�

��

��

��

�

�

�

放物線と直線の概形から，立体は図の斜線部分を�[�軸

の周りに���回転してできる。

よって，求める体積�9�は

　9 S'��
�

� ���� 
�� �[ �
� 
��[ G[�S' �

�
�

� 
�� �[ G[

　　����S' �
�

�
� 
�[ G[�S' �

�

� ���� 
�[
�

� 
��[ � G[

　��� �S' �
�

�
� 
�� �[ G[�S' �

�
�

� 
��[ � G[

　　　�S'��
�

�
� 
��[ G[�S' �

�
�

� 
�[ G[

６

　��� �S
�

�

� ���
�[

�

�

�
�[ ��[ �S

�

�

� ���
�[

�

�

�
�[ ��[

　　����S
��

�

� �� �[ �S
�

�

� �� �[  ���S

求める回転体の体積は，曲線�\ �VLQ[ �を�\�軸方向に����だけ平行移動した曲線が，[７

軸の周りに���回転してできる回転体の体積と同じであるから

[

\

2

�

S

�

�

�
S

　　9 S' S
�

�
�
S

�
� 
��VLQ[ � G[

　　��� S' S
�

�
�
S

� 
��� �VLQ [ �VLQ[ � G[

　　��� S' S
�

�
�
S

� ����� 
�� FRV�[ �VLQ[ � G[

　　��� S
S
�

�
�
S

� ����VLQ�[ �FRV[ �[

　　��� S��S 
��(�

���　' �
� �W

�� �W
GW ' �

�

� ���
�

�� �W
GW ' �

�

GW�'�
� �

�� �W
GW８

　　' �
�

GW 
�

�

� �W  �
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W �� ��

K �� �
S

�

　W WDQK �とおくと　　GW 
�
�FRV K

GK

　よって　　' �
� �

�� �W
GW ' �

S
� �

�� �WDQ K
･
�
�FRV K

GK

　　　　　　　　　　　 ' �
S
�

GK  
�

S
�

� �K
S

�

　ゆえに　　' �
� �W

�� �W
GW ��

S

�

���　与えられた不等式の定める立体を�$�とする。

　与えられた不等式から　　 �[ � �\ �ORJ��ORJ � 
�� �] 　……�①

　 �[ � �\ �� �であるから　　ORJ��ORJ � 
�� �] ��

　すなわち�　���ORJ � 
�� �] �ORJ�

　底�H�は���より大きいから　　�� �] ��　　　　よって　　���]��

　立体�$�を平面�] W �����W 
�� �で切ったときの切り口を表す関係式は

　　　　　 �[ � �\ �ORJ��ORJ � 
�� �W ，] W

　ゆえに，切り口の面積を�6 � 
W �とすると　　6 � 
W  S�ORJ� ��ORJ � 
�� �W

　立体�$�は�[\�平面に関して対称であるから，求める体積を�9�とすると

　　　　　9 �' �
�

6 � 
W GW �S' �
�

� ��ORJ� ORJ � 
�� �W GW

　　　　　��� �S
�

�

� �WORJ� ��S
�

�

� �WORJ � 
�� �W ��S' �
�

･W
�W

�� �W
GW

　　　�　　�� �SORJ���SORJ���S' �
� �W

�� �W
GW �S' �

� �W

�� �W
GW

　したがって，����から　　9 �S�� ��
S

�
 S�� 
�S

図から，��W�S�では常に　　\��９

また，\ �VLQW �� 
�FRVW �であるから，\ ��とすると　　VLQW ���または��FRVW �

W � …
S

�
… S

G[

GW
� � �

[ � �
�

�
� ��

��W�S�から　　W �，S

更に　　
G[

GW
 ��VLQW��VLQ�W

　　　　　　 �VLQW ��FRVW 
��

��W�S�で�
G[

GW
 ��とすると，FRVW 

�

�
�から

　　　　　W 
S

�
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[�

�\

�2

�\

W S

�� � �

�

�\

W 
S

�
6

W �

よって，[�の値の増減は右上の表のようになる。

ゆえに，��W�
S

�
�における�\�を� �\ ，

S

�
�W�S�におけ

る�\��を� �\ �とすると

6 '��
�
�

�\ G[�' �
�
�

�\ G[ ' S

S
�

\
G[

GW
GW�' �

S
�

\
G[

GW
GW

　 ' S

�

\
G[

GW
GW ' S

�

� 
��VLQ W VLQ�W � 
���VLQ W �VLQ�W GW

　 �' �
S

� 
��� �VLQ W �VLQ WVLQ�W �VLQ �W GW

　� �' �
S

� ���･�
�� FRV�W

�
･�VLQ W �VLQ WFRVW

�� FRV�W

�
GW

　 �' �
S

� ����
�

�
FRV�W

�

�
FRV�W � �VLQ WFRVW GW

　 �
�

S

� ����
�

�
W
�

�
VLQ�W

�

�
VLQ�W � �VLQ W  �S

$

%( �� �[

[

�

��
���

�
2

[

底面の直径�$%�を�[�軸に，中心を原点�2�とする。

座標が�[������[ 
�� ��である点を通り，[�軸に垂直

な平面で題意の立体を切ったときの切り口は直角三

角形で，その面積は

　　　
�

�
( �� �[ ･

�

(�
( �� �[  

�� �[

�(�

したがって，求める体積�9�は

10

　　　9 '��
� �� �[

�(�
G[ 

�

�(� ' �
�

� 
�� �[ G[

　　　��� 
�

(� �

�

� ���
�[

�
[  

�(�
�

3

A

2

]

[ \

W

%

$

���　$% � 
��，�，� �� 
���， �， �  � 
��，�，�

　　平面�] W �と直線�A�の交点�3�の座標を�� 
[，\，W �

　とし，$3 N$%���N�は実数��とすると

　　　　　　�[��，\��，W 
��  � 
��N，�N，�N

　よって　　[�� ��N，\�� �N，W�� �N

　すなわち　N 
�W �

�
，[ �W��，\ W��

　ゆえに，交点�3�の�[�座標は　�W��，

11

　　　　　　　　　��\�座標は　W��

���　平面�] W �と曲面�6�の交わりは，中心が�� 
�，�，W �で，点�3���W��，W 
��，W �を通る

　円であり，その円の半径は
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　　　　　( ���� ��� 
��W � � �
� ��� 
�W � � �

� 
�W W  (�� 
��W �

　この円の面積を�6 � 
W �とすると���　6 � 
W  S
�

� �(�� 
��W �  �S�
�W 
��

　よって，求める体積�9�は

　　　　　9 '��
�

6 � 
W GW '��
�

�S� 
��W � GW �S
��

�

� ��
�W

�
W

　　　�　　�� �S�
��� �

� 
��

�
���� �
��  

���

�
S
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