
%$6,&問題
第���項が���，第����項が����である等差数列�� �QD �の，第����項から第����項までの和�6�を１

求めよ。

ある等比数列の初項から第�Q�項までの和が���，初項から第��Q�項までの和が����である２

とき，この等比数列の初項から第��Q�項までの和を求めよ．

次の数列の初項から第�Q�項までの和� Q6 �を求めよ。３

　　�･�，�･�，�･�，……，��Q 
�� ��Q 
��

次の数列の初項から第�Q�項までの和を求めよ。４

　　
�

�･�
，
�

�･�
，
�

�･��
，……

初項から第�Q�項までの和� Q6 �が， Q6  
�Q ��Q���で表される数列�^ QD `�の一般項を求めよ。５

��つの数���，D，E�がこの順に等差数列をなし，D，E，���がこの順に等比数列をなす。６

このとき，D，E�の値を求めよ。

67$1'$5'問題
初項����の等差数列�� �QD �の第����項から第����項までの和が���であるとする。このとき，初７

項から第何項までの和が最大となるか。また，その最大値を求めよ。

数列��，��，���，����，……�の一般項� QD �と，初項から第�Q�項までの和� Q6 �を求めよ。８

次の数列の初項から第�Q�項までの和� Q6 �を求めよ。９

���　�，���，�����，��������，……

���　 �� ， �� � �� ， �� � �� � �� ， �� � �� � �� � �� ，……

次の和�6�を求めよ。10

���　6 ���[�� �[ ��� �[ �……���Q 
�� �Q �[

���　6 �Q �� ��･
�Q �� ��･

�Q �� �……��Q 
�� ･��Q
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実戦問題
S�は素数，P，Q�は正の整数で�P�Q�とする。P�と�Q�の間にあって，S�を分母とする既11

約分数の総和を求めよ。

��以上の整数�Q�に対し，12

　
�

･･� � �
�

�

･･� � �
�

�

･･� � �
�……�

�

� 
�Q � Q� 
�Q �
�を求めよ。

和��
 N �

��

&
�

�( �N � ( �N �
��を求めよ。13
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S　���１

S　
���

�
２

S　
�

�
Q��

�Q ��Q 
��３

S　
Q

��Q �
４

S　 �D  �，Q���のとき�� QD  �Q��５

S　D �，E ��　または　D 
�

�
，E 

��

�
６

S　第����項または第����項，最大値は����７

S　 QD  
�

� �
Q�� 
�� ， Q6  

�

�� �
�Q ��� ��Q 
���８

S　���　一般項が
�N� �

�
であることから，和は

�

� �
�Q �� ��Q 
��９

　　　���　一般項が
�

�
N�N 
�� ��N 
�� であることから，和は

�

��
Q �
� 
�Q � �Q 
��

S　���　[ ��のとき��6 
�

�
Q��Q 
�� ，10

　　　　　[
��のとき��6 
���� �[ � 
��Q � Q[ � 
��Q � �Q �[
�

� 
�� [

　　　���　6 �Q �� �Q��

S　
�

� �
P 
�Q �Q 
�P �S 
��11

S　 � 
�Q � � 
�Q �

�Q� 
�Q �
12

S　���(�13
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初項を�D，公差を�G�とする。１

第���項が���であるから　　D��� 
�� G ��　　すなわち　D��G ��　……�①

第����項が����であるから　D���� 
�� G ��　　すなわち　D��G ��　……�②

①，②�を解くと　　D ��，G �

初項から第����項までの和は　
�

�
･����･� 
�� ���� 
�� �･�  ����

初項から第����項までの和は　
�

�
･����･� 
�� ���� 
�� �･�  ���

よって　6 �������� ���

初項を�D，公比を�U�とおく．また，初項から第�Q�項までの和を� Q6 �とおく．２

 U ��とすると，条件から　  Q6  DQ ��，  �Q6  �DQ ��

これを満たす�D，Q�は存在しないから不適．


U ��とすると，条件から　  Q6  
D� 
�QU �

�U �
��，  �Q6  

D� 
��QU �

�U �
��

 
D� 
��QU �

�U �

D� 
�QU �

�U � � 
�QU � �と変形できるから　  ��� 
�QU � ��

よって　  QU
�

�
　　このとき� 
U ��を満たす．

ゆえに　  �Q6  
D� 
��QU �

�U �

D� 
�QU �

�U � � 
���QU QU �

  ��� ���
�

��

�

�
�

���

�

Q6  
 N �

Q

& � 
��N � � 
��N �  
 N �

Q

& � 
�� �N �  �
 N �

Q

&
�N �

 N �

Q

& � ��
�

�
Q�Q 
�� ��Q 
�� �Q３

　　　 
�

�
Q�Q 
�� ��Q 
�� �Q 

�

�
Q���Q 
�� ��Q 
�� ���  

�

�
Q��

�Q ��Q 
��

第�N�項は４

　　　
�

� 
��N � � 
��N �
 
�

�
･

�� 
��N � � 
��N �

� 
��N � � 
��N �
 
�

� �
�

��N � ��
�

��N �

　ゆえに，初項から第�Q�項までの和は

　　　　　
�

� ��
�

� ��
�

�
��
�

� ��
�

�
��
�

� ��
�

��
��……���

�

��Q � ���
�

��Q �

　　　　 
�

� �� ��
�

��Q �
 

Q

��Q �
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初項� �D �は　　　 �D  �6  
�� ��･��� �　……�①５

Q���のとき　　 QD  Q6 � �Q �6  �
�Q ��Q 
�� ��

�
� 
�Q � ���Q 
�� ���

　　　　　　　　��� �
�Q ��Q 
�� ��

�Q ��Q 
��

　　　　　　　　��� �Q��

①�より� �D  ��であるから，この式は�Q ��のときには成り立たない。

したがって　　 �D  �，　Q���のとき　 QD  �Q��

��，D，E�がこの順に等差数列をなすから　　�D ���E　……�①６

D，E，���がこの順に等比数列をなすから　　�� �E  ��D�　������……�②

①�から　　E �D��　……�③　　　　　　②�に代入して　　
�

� 
��D �  ��D

整理して　　� �D ���D��� �　　　　　　これを解いて　　D �，
�

�

③�から　　D ��のとき　E ��，　D 
�

�
�のとき　E 

��

�

よって　　�D �，E ��　または　D 
�

�
，E 

��

�

���　等差数列�� �QD �の公差を�G�とすると　　 QD  ����Q 
�� G　……�①７

　第����項から第����項までの����項の和が���であるから

　　　　
�

�
･��� ��D 
� ��D  �　すなわち　 ��D � ��D  �

　①�から　　��� 
��G ���� 
���G  �　　　　よって　　G ��

　①�に代入して　　 QD  ����Q 
�� ･� 
��  ��Q���

　 QD ���とすると　　��Q�����

　ゆえに，Q!���から　　第����項

���　この等差数列�� �QD �の初項から第�Q�項までの和を� Q6 �とする。

　����より， �D �から� ��D �までは正の数， ��D �は��， ��D �からは負の数となるから， Q6 �は

　Q ���または�Q ���のとき最大となり，最大値は

　　　 ��6  ��6  
�

�
･����･�����･� �
��  

�

�
･��･�� ���

　よって，初項から第����項，または第����項までの和が最大で，最大値は����
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この数列は　�，����，����� ��� ，……　となるから，一般項は８

　　　　　　 QD  �����
��� �……�

�Q ���  
�� 
�Q�� �

��� �
 
�

� �
Q�� 
��

よって　　　 Q6  
 N �

Q

& ND  
 N �

Q

&
�

� � 
�N�� �  
�

� �
��� 
�Q�� �

��� � ��Q

　　　　　　　 
�

�� �
�Q ��� ��Q 
���

与えられた数列を�� �QD �とする。９

���　第�N�項は初項��，公比��，項数�N�の等比数列の和である。

　　　 ND  
･� � 
�N� �

�� �
 

�N� �

�

　よって，求める和� Q6 �は

　　　 Q6  
 N �

Q

&
�N� �

�

　　　　 
�

�  N �

Q

&
N� �
�

�  N �

Q

& �

　　　　 
�

�
�
�� 
�Q� �

�� �
�

Q

�

　　　　 
�

� �
�Q �� ��Q 
��

���　第�N�項は　
 P �

N

&
�P  
�

�
N�N 
�� ��N 
��

　よって，求める和� Q6 �は

　　　 Q6  
 N �

Q

&
�

�
N� 
�N � � 
��N �

　　　　 
�

�  N �

Q

& � 
��� �N � �N N

　　　　 
�

�  N �

Q

&
�N �
�

�  N �

Q

&
�N �
�

�  N �

Q

& N

　　　　 
�

�
�

�

� �
�

�
Q� 
�Q � �

�

�
�
�

�
Q�Q 
�� ��Q 
�� �

�

�
�
�

�
Q�Q 
��

　　　　 
�

��
Q�Q 
�� �Q�Q 
�� ���Q 
�� ���

　　　　 
�

��
Q�Q 
�� �

�Q ��Q 
��

　　　　 
�

��
Q �
� 
�Q � �Q 
��
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���　�[ ��のとき10

　　　6 ���������……���Q 
��

　　　��� 
 N �

Q

& � 
��N �  �･
�

�
Q�Q 
�� ��Q

　　　��� 
�

�
Q��Q 
��

　[
��のとき

　　　6 ���[�� �[ �……���Q 
�� �Q �[

　　��[6 ��������[�� �[ �……���Q 
�� �Q �[ �� 
��Q � Q[

　辺々引くと

　��　��� 
�[ 6 ����[�
�[ �…… 
� �Q �[ �� 
��Q � Q[

　　　　　　� ��
�[� 
�� �Q �[

�� [
���Q 
�� Q[

　　　　　　� 
���� �[ � 
��Q � Q[ � 
��Q � �Q �[

�� [

　よって　6 
���� �[ � 
��Q � Q[ � 
��Q � �Q �[
�

� 
�� [

���　�6 Q� ��･
�Q �� ��･

�Q �� �……�� 
�Q � ･
�� �Q･�

　　��6 �Q �� ��･
�Q �� �……��Q 
�� ･

�� �� 
�Q � ･��Q

　辺々引くと

　　��6 Q� � �Q �� � �Q �� �……�
�� ���Q

　　　� 
�� 
�Q� �

�� �
�Q

　よって　　　6 �Q �� �Q��
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まず，T�を自然数として，P�
T

S
�Q�を満たす�

T

S
�を求める。11

PS�T�QS�であるから

　　　　　T PS��，PS��，……，QS��

よって　　
T

S
 

�PS �

S
，

�PS �

S
，……，

�QS �

S
　……�①

これらの和を� �6 �とすると

　　 �6  
��� 
�QS � � 
�PS � �

� �
�PS �

S ��
�QS �

S
 

��QS PS �

� �P 
�Q

①�のうち�
T

S
�が整数となるのは　　

T

S
 P��，P��，……，Q��

これらの和を� �6 �とすると

　　 �6  
��� 
�Q � � 
�P � �

� ��P 
�� ��Q �
��  
��Q P �

� �P 
�Q

求める総和を�6�とすると，6 �6 � �6 �であるから

　　　　　6 
��QS PS �

� �P 
�Q �
��Q P �

� �P 
�Q

　　　　　�� 
�

� �P 
�Q ��Q 
�P S��Q �
�P

　　　　　�� 
�

� �P 
�Q �Q 
�P �S 
��

　求める和を�6�とする。12

　
�

� 
�N � N� 
�N �
 
�

� �
�

� 
�N � N ��
�

N� 
�N �
�であるから

　　　　6 
�

� ��
�

･� � ��
�

･� �
��

�

･� � ��
�

･� �
�……��

�

� 
�Q � Q ���
�

Q� 
�Q �

　　　　�� 
�

� �
�

･� � ��
�

Q� 
�Q �
 
�

�
�

�

�Q� 
�Q �
 

���Q Q �

�Q� 
�Q �
 � 
�Q � � 
�Q �

�Q� 
�Q �
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�

�( �N � ( �N �
 

�� 
�( �N � ( �N �

� 
�( �N � ( �N � � 
�( �N � ( �N �
13

　　　　　　　　� 
�� 
�( �N � ( �N �

��N � � 
�N �
 ( �N � �( �N �

したがって　　� 
与式  
 N �

��

& � 
�( �N � ( �N �

　　　　��　　　　　 �(� 
�(� ��(� 
�(� ��(� 
�(� �……

　　　　　　　　　　　　　　　　　��(�� 
�(�� ��(�� 
�(�� ��(�� 
�(��

　　　　　　　　　�� �(� �(� �(�� �(��

　　　　　　　　　�� ���(� ��(� �� ���(�
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