
%$6,&＋67$1'$5'問題
��辺の長さが�D，D��，���D�の三角形がある。このとき，D�の値の範囲を求めよ。１

また，この三角形が直角三角形となるとき，D�の値を求めよ。

次の図において，[，\�の値を求めよ。２
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下の図で，$% �，%& �，&$ ��であり，$'�は��%$&�の二等分線，$(�は３

�%$&�の外角の二等分線である。

$

% &' (

%'�の長さと�%(�の長さをそれぞれ求めよ。

下の図において，点�+�は��$%&�の垂心である。角�D，E�を求めよ。４
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��� ���右の図で，点�2�は�△$%&�の外心，

点�,�は�△$%&�の内心である。D�を求

めよ。
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右の図において，点�*�は�△$%&�の重心であり，

'(6%&�である。このとき，[，\�の値を求めよ。

６

△$%&�の辺�$%，$&�上にそれぞれ点�5，4�があり，$5：5% �：�，７

$4：4& �：��である。線分�%4�と�&5�の交点を�2，直線�$2�と辺�%&�の交点を�3�と

するとき，次の比を求めよ。

���　%3：3&　　　　　　���　$2：23　　　　　　���　△$%&：△2%&

次の図において，直線�$7�は点�$�で円�2�に接している。[�と�\�を求めよ。８
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次の図において，角�[�の大きさを求めよ。９
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下の図において，[�の値を求めよ。2�は円の中心とする。10
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2 2�

��FP

���FP

�����FP
右の図のように，中心間の距離が����FP，共通外

接線の長さが����FP，共通内接線の長さが���FP

である���つの円�2，2 ��がある。

この���つの円の半径を，それぞれ求めよ。

11

��辺の長さが�D，E，F�の直角三角形の外接円の半径が�
�

�
，内接円の半径が�

�

�
�のとき，12

次の問いに答えよ。ただし，D�E�F�とする。

���　D�の値を求めよ。

���　E�と�F�の値を求めよ。
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実戦問題
$% �，%& [，$& ��[�であるような�△$%&�がある。13

���　[�の値の範囲を求めよ。

���　△$%&�が鋭角三角形であるような�[�の値の範囲を求めよ。

鋭角三角形�$%&�において，$% ��とする。辺�$&�を��：��に内分する点を�'�とし，辺�14

%&�を��：��に内分する点を�(�とする。このとき，��点�'，(�を通る直線�@と���点�$，%�

を通る直線の交点を�3�とすると，$3 
ア

�である。また，直線�@と三角形�$%&�の

外接円との���つの交点のうち�3�に近い方の交点を�4�とし，他の交点を�5�とする。このと

き，34 ��ならば，45 
イ

�である。
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$% $&�である二等辺三角形�$%&�の内接円

の中心を�,�とし，内接円と辺�%&�の接点を�'�

とする。辺�%$�の延長と点�(�で，辺�%&�の延

長と点�)�で接し，辺�$&�と接する��%�内の円

の中心を�*�とする。

���　$' *)�となることを証明せよ。

���　$% �，%' ��のとき，,*�の長さを求

　めよ。

15

�& ， �& ， �& �は，半径がそれぞれ�D，D，�D�の円とする．いま，半径���の円�&�にこれらが16

内接していて， �& ， �& ， �& �は互いに外接しているとき，D�の値を求めよ．

（出典�����常総学院高）17

図のように，$% ��FP，%& ��FP，&$ ��FP�である長方形�$%&'�を直線�O�に沿

って，滑ることなくちょうど���回転するまで転がす。

O

$

% &

' $

% &

'

頂点�%�が動いた跡の線の長さは�
ア

S�FP�であり，頂点�%�が動いた跡の線と直線�O�と

で囲まれた部分の面積は�
イ

� �FP �である。ただし，S�は円周率とする。
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�前半�　��辺の長さが�D，D��，���D�の三角形が存在するための条件は１

　　　　　　　D��D 
�� ����D�D��D 
��

　すなわち　　�����D��D��

　�����D�から　　D���　　　　　　���D��D���から　　D!��

　よって，求める�D�の値の範囲は　　���D���　……�①

�後半�　D!D���であるから，直角三角形となるのは次の�>�@，>�@�のどちらかである。

　>�@　長さ�D�の辺が斜辺になる場合

　　三平方の定理から　　 �
� 
�D � � �

� 
��� D  �D

　　整理すると　　　 �D ����D����� �

　　　　　　　　　　�D 
��� �D 
���  �

　　これを解くと　　D ��，��　　　　　　①�を満たすのは　　D ��

　>�@　長さ����D�の辺が斜辺になる場合

　　三平方の定理から　　 �
� 
�D � � �D  �

� 
��� D

　　整理すると　　　 �D ���D����� �

　　　　　　　　　　�D 
��� �D 
����  �

　　これを解くと　　D ��，����　　　　①�を満たすのは　　D ��

　したがって，求める�D�の値は　　D ��，��

���　346%&�であるから２

　　　　　$3：$% 34：%&　……�①，　$4：$& 34：%&　……�②

　①�から　　[：�[ 
��  �：�　　　　ゆえに　　�[ ��[ 
�� 　　　　よって　[ �

　②�から　　���：\ �：�　　　　　��ゆえに　　�\ ��　　　　　　�よって　\ ��

���　346%&�であるから

　　　　　$3：$% $4：$&　……�①，　34：%& $4：$&　……�②

　①�から　　���：[ �：�　　　　ゆえに　　�[ ��　　　　よって　[ ���

　②�から　　�：\ �：�　　　　���ゆえに　　�\ ��　　　　よって　\ ���
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���　点�$�を通り，')�に平行な直線を引き，P，Q�との

　交点をそれぞれ�3，4�とする。

　%36&4�であるから

　　　　　　$%：%& $3：34　……�①

　また，四角形�$3('，34)(�は，ともに���組の対辺

　が平行であるから平行四辺形である。

　よって　　$3 '( �，34 () �

　ゆえに，①�から　　�：[ �：�

　よって　　�[ ��　　　ゆえに　[ ����

%'�の長さを�[�とおく。３

$%���$& %'���'&�が成り立つから　　����� [����� 
�[
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　よって　　�[ ��� 
�[ 　　　ゆえに　　[ 
�

�

　また，%(�の長さを�\�とおく。

　$%���$& %(���(&�が成り立つから�　　����� \����\ 
��

　よって　　�\ ��\ 
�� 　　　ゆえに　　\ �

　したがって　　%' 
�

�
，%( �

$

% &

���

D E

+
'

(

���　線分�%+�の延長と辺�$&�の交点を�'，線分�&+�の延長

　と辺�$%�の交点を�(�とする。

　+�は��$%&�の垂心であるから

　　　　　　�$'% ���，�$(& ���

　�$%'�の内角の和は������であるから

　　　　　　D�������� ����

　よって　　D ���

　また，�%+& �%(+��(%+�であるから

４

　　　　　　E ������� ����

���D

E

+

$

% &(

'

���　線分�$+�の延長と辺�%&�の交点を�(�とする。

　+�は��$%&�の垂心であるから

　　　　　　�%'& ���，�$(% ���

　�%'&�の内角の和は������であるから

　　　　　　D�������� ����

　よって　　D ���

　また，�$+' �%+(�であり，�%+(�の内角の和は

　�����であるから

　　　　　　��������E ����

　よって　　E ���

����

���

D

2

% &

$

���

���

D

���　2% 2&�であるから

　　　�2%& �2&% ����� 
����� 	� ���

　よって　　�$%2 ������� ���

　2�と�$�を結ぶと，2$ 2%�であるから

　　　　　　�2$% �$%2 ���

　ゆえに　　�%2$ ���������� ���

　よって　　�$2& �������� ���

　また，2$ 2&�であるから　�2$& �2&$ D

５

　したがって　　D ����� 
���� 	� ���
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D

����
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$

% &

���　△,%&�において

　　　�,%&��,&% ��������� ���　……�①

　%,�は��%�の二等分線であるから

　　　�% ��,%&　　　　……�②

　&,�は��&�の二等分線であるから

　　　�& ��,&%　　　　……�③

　よって　　　　�D �������% 
��&

　②，③�を代入して

　　　　　　　　�D ��������,%& 
���,&%

　　　　　　　　��� ��������,%& 
��,&%

　①�を代入して　D ���������� ���

重心�*�は中線�$)�を��：��に内分するから�������������[ �����６

よって　　�[ ��　　　　　���したがって　　[ �

また，)�は辺�%&�の中点であるから　　)& %) �

*(6)&�であるから　　*(：)& $*：$) �：�

よって　　\：� �：�　　　　ゆえに　　�\ ��　　　　したがって　　\ �

2

3

�

�

�

�

$

% &

5

4

���　△$%&�と点�2�にチェバの定理を用いると

　　　　　　
%3

3&
･
&4

4$
･
$5

5%
 �

　よって　　
%3

3&
･
�

�
･
�

�
 �　　　ゆえに　

%3

3&
 
�

��

　したがって　　%3：3& �：��

���　△$%3�と直線�5&�にメネラウスの定理を用いると

　　　　　　
$2

23
･
3&

&%
･
%5

5$
 �

７

　ここで，����の結果から　��3&：&% ��：��

　よって　　
$2

23
･
��

��
･
�

�
 �　　　ゆえに　

$2

23
 
��

�

　したがって　　$2：23 ��：�

���　辺�%&�は�△$%&�と�△2%&�の共通の底辺であるから

　　　　　　△$%&：△2%& $3：23

　�����の結果から　　$3：23 ��：�

　したがって　　△$%&：△2%& ��：�
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���　右の図において，接線と弦の作る角により

　　　　[ �$&% ���

　　　　\ �&$7� ���

���　接線と弦の作る角により　　�$'% �%$7 [

　また，円周角の定理により　　�'$& �'%& ���

　よって，△$'(�において

　　　　[ �������'$( 
��'($

　　　　�� ��������� 
�����  ���

���　右の図において，接線と弦の作る角により

　　　　[ �&$7� ���　……�①

　$% %&�であるから　　�%&$ �&$% \

　よって，△$%&�において　　[�\�\ ����

　これと�①�から　　�����\ ����

　したがって　　\ ���

８

���　�%$& �%'&��� �����から，弧�%&�に対する円周角が等しいので，四角形�$%&'９

　は円に内接する。よって　[ �$'% �$&% ���

���　四角形�$%&'�は円に内接しているので，�$'& �(%& ���

　よって，△$('�において　[�������� ����

　したがって　[ ���

���　方べきの定理から　　3$･3% 3&･3'　　すなわち　　�[ 
�� ･� �･�10

　整理して　　�[ ��　　　　よって　　[ 
��

�

���　&2�は円�2�の半径であるから　　&2 �　　　　よって　　3& [��

　方べきの定理から　　3$･3% 3&･3'　　すなわち　　�･�� 
��  �[ 
�� �[ 
��

　整理して　　 �[  ��　　　　[!��であるから　　[ (��

���　方べきの定理から　　3$･3% 
�37 　　すなわち　　��� 
�[  ���

　整理して　　�[ ��　　　　よって　　[ ��
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$

%
+

2 2���

��

5

円�2�の半径を�5�FP，円�2��の半径を�U�FP���5!U��とする。

円�2，2��と共通外接線との接点を，それぞれ�$，

%�とする。

2��から�2$�に引いた垂線を�2�+�とすると，

�$ �% ����であるから

　　　　　+2 � $% �����FP�

　　　　　$+ %2 � U���FP�

11

よって　　2+ 2$�$+ 5�U���FP�

△22�+�において，�+ ����であるから　　 �2+ � �+2 �  �22 �

すなわち　　 �
� 
�5 U � ���  ���

ゆえに　　　 �
� 
�5 U  ��

5�U!��であるから　　5�U �　……�①

2

2�
�5

U'

.

&

��

円�2，2��と共通内接線との接点を，それぞれ�&，

'�とする。

2�から�2�'�の延長に引いた垂線を�2.�とすると，

�& �' ����であるから

　　　　　2. &' ����FP�

　　　　　.' 2& 5���FP�

よって　　.2� .'�'2 � 5�U���FP�

△2�2.�において，�. ����であるから　　 �2. � �.2�  �22 �

すなわち　　 �� � �
� 
�5 U  ���

ゆえに　　　 �
� 
�5 U  ��

5�U!��であるから　　5�U �(��　……�②

①�②�から　　�5 �(�� ��　　　よって　　5 (�� �
�

�
���FP�

②�①�から　　�U �(�� ��　　　�よって　　U (�� �
�

�
���FP�

$ %

&

F

(
)

'

E D

���　D�E�F�であるから，直角三角形の斜辺の長さは�D

　である。直角三角形の斜辺の長さは外接円の直径の長

　さと等しいから

　　　　　　D ��
�

�
 �

���　直角三角形を右の図のように�△$%&�と表し，内接円

　との接点を�'，(，)�と定める。

　$( 
�

�
，$) 

�

�
�であるから

12
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　　　　%' %) F�
�

�
，

　　　　&' &( E�
�

�

　%'�&' %&�であるから　　E�F�� �

　よって　　　　　　　　　　　E�F �　　�……�①

　また，三平方の定理から　　　 �E � �F  �� 　……�②

　①，②�から，F�を消去して　　 �E � �
� 
�� E  �

　ゆえに　　　　　　　　　　　� �E ��E�� �

　よって　　　　　　　�E 
�� (�
�

　このとき，①�から　　F 
3� (�
�

���上の�E�と複号同順�

　E�F�であるから　　����E 
�� (�
�

，F 
�� (�
�

���　�，[，��[�が三角形の���辺の長さとなるための条件は，次の���つの不等式が同時に13

　成り立つことである。

　　　　　　　��[!��[　���……�①

　　　　　　　[��� 
�[ !�　……�②

　　　　　　　�� 
�[ ��![　……�③

　①�を解くと　　[!�　　

　②�は，�!��となり常に成り立つ。

　③�を解くと　　[��

　よって，求める�[�の値の範囲は　　��[��　……�④

���　△$%&�が鋭角三角形となるための条件は，④�および次の���つの不等式が同時に成り

　立つことである。

　　　　　　 �� � �[ � �
� 
�� [ 　……�⑤

　　　　　　 �[ � �
� 
�� [ � �� 　……�⑥

　　　　　　 �
� 
�� [ � �[ � �� 　……�⑦

　⑤�から　　��
�[ ��[ 
�� !�

　 �[ ��[�� �
� 
�[ � ��!��であるから，⑤�は常に成り立つ。

　⑥�から　　�[�����　　��よって　[�
�

�
　……�⑥�

　⑦�から　　�[���!�　　��よって　[!
�

�
　……�⑦�

　④，⑥�，⑦��の共通範囲を求めて　　
�

�
�[�

�

�
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△$%&�と直線�3(�にメネラウスの定理を用いると

　　
%3

3$
･
$'

'&
･
&(

(%
 �　すなわち　

%3

3$
･
�

�
･
�

�
 �

ゆえに，
%3

3$
 ��から　　%3：3$ �：�

よって，$%：$3 �：��であり，$% ��であるから

　　　　　　　　$3 ア�

方べきの定理により　　3$･3% 34･35

すなわち　　�･�� �･�� 
�45

よって　　　45 イ��
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$

% &'

(

)

*

,

���　$'�は��%$&�の二等分線であるから，

　�'$% D�とおくと　�'$& D

　また，$(，$&�は円�*�の接線であるから，

　�($* E �とおくと　�&$* E

　ここで，

　　�%$'��'$&��&$*��*$( �����

　であるから　D�D�E�E ����

　よって　　　D�E ���

　すなわち

　　�'$* �'$&��&$* ���　……�①

15

　また　�$') ���，�*)' ���　�……�②

　よって，①，②�より，四角形�$')*�は長方形である。

　したがって　$' *)

$

% &'

(

)

*

,

�

�

���　$' ( ��$% �%'  ( ��� ��  �(��

　%,�は��$%'�の二等分線であるから

　　　　　$,：,' $%：%' �：�

　よって　$, 
�

��
$' 

�

��
��(��  

�(��
�

　����より，四角形�$')*�は長方形であるから

　　　　　　　$*6%)

　ゆえに　�$*% �*%)

　また　　�$%* �*%)

　よって　�$*% �$%*

　したがって，△$%*�は二等辺三角形であるから　$* $% �

　△$,*�において，三平方の定理により

　　　　　,* ( ��$, �$*  ) �
�

� �
�(��
�

��  
�(��
�
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円�&， �& ， �& ， �& �の中心をそれぞれ�2， �2 ， �2 ， �2 �

とし，��円� �& ， �& �の接点を�+�とする．

このとき　 �22  ��D， �2 �2  D��D �D

�△22 +�において，三平方の定理から

　2+ ( ��� 
�� D �D  ( �� �D

　また　 �22  ���D

�△2 �2 +�において，三平方の定理から

　 �2 + ( ��� 
�D
�D  �(� D
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2+� �22  �2 +�であるから　�( �� �D ��� 
��D  �(� D

ゆえに　( �� �D  ��� 
�(� D���……�①

①�の左辺の根号内が���以上であることから　��D�
�

�

①�の右辺が���以上であることから　D�
�

�� 
�� (�
 

�(� �

�

よって　
�(� �

�
�D�

�

�
�……�②

①�の両辺を平方し，整理すると　���� 
��(�
�D  �� 
��(� D

D!��であるから　��� 
��(� D ���(�

よって　D 
�� �(�

�� 
�� �(�
 � 
�� �(� � 
�� �(�

�� 
�� �(� � 
�� �(�
 

��(� �

�

これは�②�を満たす．

求める長さは，下の図の���つの弧の長さの和であるから17
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求める面積は，��つのおうぎ形と長方形���個分であるから
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