
問題
次の等式を満たす関数 を求めよ。１

　　　　

次の等式を満たす関数 ，および定数 の値を求めよ。２

　　　　

次の極限値を求めよ。３

　　　　 　

原点から出発して数直線上を動く点 の 秒後の座標が で表される。４

　 が原点に戻ったときの速度をすべて求めよ。

　 が運動の向きを初めて変えるのは何秒後か。

問題
座標平面上を運動する点 の時刻 における座標 ， が， ，５

で表されるとき， から までに が通過する道のり を求めよ。

自然数 について， とする。６

　 ， を求めよ。

　 を と を用いて表せ。

　 を求めよ。

実戦問題

曲線 の の部分の長さを とするとき， の最小値を７

求めよ。

曲線 と 軸， 軸および直線 で囲まれる部分を， 軸の周りに 回転さ８

せてできる容器に毎秒 の水を入れる。

　水の深さが のときの，水の体積を求めよ。

　水の深さが のときの，水面の上昇速度を求めよ。

中心 ， ，半径 の円を， 平面上の 軸の上を の正の方向に滑らないように転が９

す。このとき円上の定点 が原点 ， を出発するとする。次の問いに答えよ。

　円が角 だけ回転したとき，点 の座標を求めよ。

　 において， が から まで動いて円が 回転したときの点 の描く曲線を

　とする。曲線 の長さを求めよ。
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　　１

　 ，２

　３

　 　 ， 　　 　 秒後４

　５

　 　 ， 　　 　 　　 　６

　 で最小値７

　 　 　　 　８

　 　 ， 　　 　 　　 　９

　 は定数であるから とおくと　　 　……①１

　よって　　

　　　　　　　　　　　

　これより， であるから　　

　これを①に代入して　　

　等式の両辺を で微分すると　　２

　与えられた等式で とおくと　　 　すなわち　

　したがって　　

　３

　　　 　　　　　

　 とすると　　４

　また， であるから， の解は

　　　 ， ，

　ゆえに，点 は 秒後と 秒後に原点に戻る。

　よって， のときの速度は　　



　　　　　 のときの速度は　　

　 とすると　　

　 の増減表は次のようになる。

… … …

極大 極小

　よって，運動の向きを初めて変えるのは　　 秒後

， であるから５

　　　

とおくと　　

と の対応は右のようになる。

よって　　 ･

　　 　　　

　６

　　

　

　　　　 ･

　よって　　

　 ， から　　



から　　７

ゆえに　　

よって　　

　　　　　　　

　　　　　　　

， であるから，相加平均と相乗平均の大小関係により

　　　　　 ･ ･

等号は， すなわち のとき成り立つ。

したがって　　 で最小値

秒後の水の深さを ，体積を とする。８

　 から　　

　よって　　

　 の両辺を で微分すると　　

　 であるから，求める水面の上昇速度は　　

　円の中心を ，円と 軸の接点を とおく。

　 であるから　　

　よって　　 ，

　また， と 軸の正の向きとのなす角は　　

　ゆえに　　 ，

　　 　　　　　 ，

９

　よって　　

　　　　　　　 ， ， ，

　すなわち点 の座標は　　 ，

　 の座標を ， とおくと　　 ，

　 のとき　 ， ， ，　　 のとき　 ， ，

　 ， であるから

　　　 のとき　 ， 　　 のとき　 ，



　よって，曲線 の概形は右の図のようになり，求める面

　積は斜線部分の面積である。ゆえに，求める面積は

　　　　　 ･

　　　　　　　　

　　　　　 　　

　　　　　 　　

　求める曲線の長さを とおく。

　　　　　

　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　

　 のとき， であるから

　　　　　

　　　　　

　 ， を媒介変数として，方程式 ，　 で表され

　る曲線をサイクロイドという。


