
67$1'$5'問題
数列��，�，�，……，Q�において，異なる���つの項の積の和�を求めよ。��Q 
��１

年始めに����万円ずつ毎年積み立てることにした．年利率�����の複利計算の場合，元利２

合計が�����万円を初めて超えるのは何年後か．  ��ORJ � �����，  ��ORJ � ������として計

算せよ．

分母と分子の和が��，�，�，……�となるような分数を並べた次の数列において，
�

��
�は３

第何項か。また，第����項を求めよ。
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放物線�\ � �[ ��[�と直線�\ [�で囲まれる領域内��境界を含む��にある格子点の個数を４

求めよ。

QD  
�

��
�
�

��
�
�

��
��……��

Q

� 
�Q � �
�とする。５

���　Q �，�，�，��に対して， QD �を求めよ。

���　数列�� �QD �の一般項を推測し，その推測が正しいことを数学的帰納法により証明せ

　よ。

袋の中に���から���までの数字が���つずつ書いてある���個の球がある。この袋から���個の６

球を無作為に取り出し，その数を記録してもとの袋に戻す。これを�Q�回繰り返したとき，

記録した�Q�個の数の和が偶数である確率を� QS �とする。ただし，Q ��のとき， �S �は取り

出した���個の球に書かれている数が偶数である確率とみなす。

���　 �Q �S �を� QS �で表せ。　　　　　　　　　���　 QS �を求めよ。

実戦問題
数列��，�，�，……，Q�において，互いに隣り合わない���つの項の積の和を求めよ。���Q７


��

次のような分数の列がある。８
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���　
�

�
�は第何項か。　　　　　　　　　　������　第�����項を求めよ。

� � � �� �� …

� � � �� … …

� � �� … … …

� �� … … … …

�� �� … … … …

�� … … … … …

自然数を右の図のように並べる。

���　Q�が偶数のとき，��番上の段の左から�Q�番目の

　数を�Q�の式で表せ。

���　Q�が奇数のとき，��番上の段の左から�Q�番目の

　数を�Q�の式で表せ。

���　�����は左から何番目，上から何段目にあるか。

９
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���　�[��\���を満たす���以上の整数の組�� 
[，\ �の個数を求めよ。10

���　�[��\������を満たす���以上の整数の組�� 
[，\ �の個数を求めよ。

��文字�D，E，F�を横に�Q�個書き並べたものを長さ�Q�の単語と呼ぶことにする。ただし，11

Q �，�，�，……�とする。例えば，DEED，EDFD，FDDE�はどれも長さ���の異なる単語

である。

���　長さ��，��および���の単語を，それぞれ列挙せよ。

���　長さ�Q�の単語のうち，D�を奇数個含むものの数を� Q[ �で，残りのものの数を� Q\ �で表

　す。このとき， Q[ ， Q\ �を求めよ。

実戦問題（記述式）
[�の関数� QI � 
[ ��  Q �，�，�，……���を次の式で定める．12

　　　　　�
 �I � 
[ �，  �I � 
[ [

 QI � 
[ �[ �Q �I � 
[ �Q �I � 
[ �� 
�Q �

このとき，  QI � 
�FRVK
VLQ � 
�Q � K

VLQK
�と表されることを示せ．ただし， 
VLQK ��とす

る．

整数の数列�� �QD ���� �QE �を次の式によって定義する．13

　　　　  Q� 
�� (� �QD QE (� ���  Q ���������……�

���　数学的帰納法を用いて�  Q� 
�� (� �QD QE (� �であることを示せ．

���　 QD ��� QE �を順次計算して， !�QD QE (� �����となる最小の�Q�を求めよ．

���　 QE (� �の小数部分が�������以下となる最小の�Q�とそのときの� QE �の値を求めよ．

�D  �， �D �D � �D �D �……� QD �Q �D  ��� �D QD � �D �Q �D �…… 
� QD �D �で定められる数列�14

� �QD �の一般項� QD �を推測し，その推測が正しいことを証明せよ。
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S　
�

��
Q�Q 
�� �Q 
�� ��Q 
��１

S　���年後２

S　第�����項，
�

�
３

S　���個４

S　���　 �D  
�

�
， �D  

�

�
， �D  

��

��
， �D  

���

���
５

　　　���　 QD  ��
�

� 
�Q � �
，証明略

S　���　 �Q �S  �
�

� QS �
�

�
　　���　 QS  

�

�

Q

� ��
�

�
�
�

�
６

S　
�

�
Q�Q 
�� �Q 
�� �Q 
��７

S　���　第����項　　���　
��

��
８

S　���　
�

�
Q�Q 
�� 　　���　

�

� �
�Q �Q 
�� 　　���　左から����番目，上から����段目９

S　���　���個　　���　�������個10

S　���　長さ���の単語：D，E，F11

　　　　長さ���の単語：DD，EE，FF，DE，ED，EF，FE，FD，DF

　　　　長さ���の単語：DDD，EEE，FFF，DDE，DED，EDD，DDF，DFD，FDD，EED，

　　　　　　　　　　　EDE，DEE，EEF，EFE，FEE，FFD，FDF，DFF，FFE，FEF，EFF�

　　　　　　　　　　　DEF，DFE，EDF，EFD，FDE，FED

　　　���　 Q[  
�

� �
Q� 
�� ， Q\  

�

� �
Q� 
��

S　略12

S　���　略　　���　  Q �　　���　  Q ����  �E ���13

S　 QD  Q，証明略14
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　求める和を�6�とする。１

　 �
� 
����� � � …… Q  �

�� � �� � �� �…… 
� �Q ��� 
�･ �� �･ ��� …… �･ �� ……

　であるから　　　　
�

� � N �

Q

& N  
 N �

Q

&
�N ��6

　よって　　�6 
�

� � N �

Q

& N �
 N �

Q

&
�N  

�

� �
�

�
Q� 
�Q � �

�

�
Q�Q 
�� ��Q 
��

　　　　　　　 
�

��
Q�Q 
�� ��Q�Q 
�� ����Q �
��  

�

��
Q�Q 
�� ��

�Q �Q 
��

　　　　　　　 
�

��
Q�Q 
�� �Q 
�� ��Q 
��

　したがって　　6 
�

��
Q�Q 
�� �Q 
�� ��Q 
��

Q�年後の元利合計は，初項� ��� ������万円�，公比������の等比数列の和である．２

よって，求める条件は　 !
��� ����� 
�Q���� �

����� �
���

ゆえに　 !���� 
�Q���� � ���

よって　 !Q����
��

�

したがって　 !Q ��ORJ ���� �� ��ORJ � � ��ORJ ��……�①

ここで，  ��ORJ ����  ��ORJ
���

���
 ��� ��ORJ � � ��ORJ � � �����，

　　　　  �� ��ORJ � � ��ORJ �  �� 
��� ��ORJ � ��ORJ � �����

ゆえに，①�は　 !�����Q �����　　ゆえに　 !Q �����……

これを満たす�Q�の最小値は　  Q ��　　よって　���年後．
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分母と分子の和が同じ分数を���つの群として，次のように区切って考える。
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�
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３

第�Q�群には�Q�個の分数が入る。

�前半�　第�Q�群に入る分数の分母と分子の和は�Q���であるから，
�

��
�は第����群にあり，

　その���番目の数である。

　第���群から第����群までの項の個数は

　　　　　　　　������……��� 
�

�
･����� 
��  ���

　����� ����であるから，
�

��
�は　　第�����項

�後半�　第���群から第�Q�群までの項の個数は

　　　　　　　　������……�Q 
�

�
Q�Q 
��

　よって，第����項が第�Q�群に入るとすると

　　　　　　　　
�

� �
Q 
�� Q����

�

�
Q�Q 
��

　ゆえに　　　　�Q 
�� Q�����Q�Q 
�� 　……�①

　��･�� ���，��･�� ����であるから，①�を満たす自然数�Q�は　　Q ��

　第���群から第����群までの項の個数は　　
�

�
･��･�� ��

　よって，第����項は第����群の���番目であるから　　
�

���� � �
 
�

�

[�

�\

2

[ N

�

� �
�

��

N

� �[ ��[ [�とすると　　[�[ 
��  �

よって，放物線�\ � �[ ��[�と直線�\ [�は���点�� 
�，� �

� 
�，� �で交わる。

領域内の格子点で，直線�[ N�� 
N�は整数 �上にあるもの

の座標を�� 
N，\ �とおくと

　　　　　N�\�� �N ��N

よって，格子点の個数は

　　　　　� �N ��N�N�� � �N ��N��

４

N �，�，�，……，��であるから，求める格子点の個数は

　　　　　
 N �

�

& � 
��� �N �N �  �
 N �

�

&
�N ��

 N �

�

& N�
 N �

�

& �

　　　　　　　　　　　　　 �
 N �

�

&
�N ��

 N �

�

& N�
 N �

�

& �

　　　　　　　　　　　　　 �
�

�
･�･�･����･

�

�
･�･���

　　　　　　　　　　　　　＝����個�
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���　 �D  
�

��
 
�

�
５

　ここで　　 �Q �D  
�

��
�
�

��
�
�

��
��……��

Q

� 
�Q � �
�

�Q �

� 
�Q � �

　よって　　 �Q �D  QD �
�Q �

� 
�Q � �
　……�①

　ゆえに　　 �D  �D �
�

��
 
�

�
�
�

�
 
�

�
，

　　　　　　 �D  
�

�
�
�

��
 
��

��
， �D  

��

��
�
�

��
 
���

���

���　����から，Q �，�，�，��に対して　　 QD  
�� 
�Q � � �

� 
�Q � �

　すなわち　　 QD  ��
�

� 
�Q � �

　よって， QD  ��
�

� 
�Q � �
�……�②�と推測される。

　>�@　Q ��のとき　����から，②�は成り立つ。

　>�@　Q N�のとき，②�が成り立つと仮定すると　　 ND  ��
�

� 
�N � �

　　①�から，Q N���のとき

　　　　　　　 �N �D  ND �
�N �

� 
�N � �
 ��

�

� 
�N � �
�

�N �

� 
�N � �

　　　　　　　　　 ��
�� 
�N � � 
�N �

� 
�N � �
 ��

�

� 
�N � �

　　ゆえに，Q N���のときにも�②�は成り立つ。

　>�@，>�@�により，すべての自然数�Q�について�②�は成り立つ。

���　�Q 
�� �個の数の和が偶数になるには，次の�� �� ，� �� �の場合がある。６

　� �� 　Q�個の数の和が偶数で，�Q 
�� �回目に偶数が書かれた球を取り出す。

　� �� 　Q�個の数の和が奇数で，�Q 
�� �回目に奇数が書かれた球を取り出す。

　� �� ，� �� �は互いに排反であるから　　 �Q �S  QS ･
�

�
��� 
� QS ･

�

�

　ゆえに　　 �Q �S  �
�

� QS �
�

�

���　����の式を変形すると　　 �Q �S �
�

�
 �

�

� � QS ��
�

�

　よって，数列�� QS ��
�

�
�は公比��

�

�
，初項�� �S ��

�

�
�の等比数列であるから

　　　　　　 QS �
�

�
 �
�

� ��
�

�
･

�Q �

� ��
�

�

　ゆえに　　 QS  �
�

��
･

�Q �

� ��
�

�
�
�

�
 
�

�

Q

� ��
�

�
�
�

�
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求める和は７

　　　　　　6�
 N �

�Q �

& N� 
�N �  6�
 N �

�Q �

& � 
��N N

　　　　　 
�

��
Q�Q 
�� �Q 
�� ��Q 
�� �

�

� �Q 
�� Q��Q 
�� �
�

� �Q 
�� Q

　　　　　 
�

��
Q�Q 
�� ��Q 
�� ��Q 
�� ����Q 
�� ����

　　　　　 
�

��
Q�Q 
�� ･��

�Q �Q 
��  
�

�
Q�Q 
�� �Q 
�� �Q 
��

この数列を，次のように���個，��個，��個，……�の群に分ける。８

　� �
�

�
，� �
�

�
，
�

�
，� �
�

�
，
�

�
，
�

�
，� �
�

�
，
�

�
，
�

�
，
�

�
，……

このとき，第�Q�群の�P�番目の数は�
��P �

Q
��P 
 �，�，�，……，Q �と表される。

���　
�

�
�は第���群の���番目の数である。

　また，第���群から第�Q�群までに入る数の総数を� QO �とすると

　　　　　 QO  ������……�Q 
�

�
Q�Q 
��

　よって，第���群から第���群までに入る数の総数は

　　　　　 �O  
�

�
���� ��

　したがって，���� ���より，
�

�
�は第����項

���　第�����項が第�Q�群に含まれるとすると

　　　　　 �Q �O ����� QO

　よって　　�Q 
�� Q������Q�Q 
��

　　Q ���のとき　�Q 
�� Q ����，

　　　　　　　　　Q�Q 
��  ����

　Q�は自然数であるから　　Q ��

　第���群から第����群までに入る数の総数は

　　　　　 ��O  
�

�
������ ���

　よって，第�����項は第����群の����番目の数である。

　したがって，第�����項は　　
��� �� �

��
 
��

��
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並べられた自然数を，次のように区分する。９

　　　　　��｜��，��｜��，�，��｜��，�，�，���｜，……　　……�①

� � � �� ��

� � � ��

� � ��

� ��

��

���　��番上の段の左から�Q�番目の数は，Q�が偶数のとき，

　①�の第�Q�群の末項である。

　よって，求める数は　　����……�Q 
�

�
Q�Q 
��

���　��番上の段の左から�Q�番目の数は，Q�が奇数のとき，

　①�の第�Q�群の初項である。

　Q���のとき，第��Q����群の末項は

　　　　　　����……��Q 
��  
�

�
Q�Q 
��

　よって，Q�が���以上の奇数のとき，求める数は

　　　　　　
�

�
Q�Q 
�� �� 

�

� �
�Q �Q 
��

　これは�Q ��のときにも適する。　　P　
�

� �
�Q �Q 
��

����
…

第����群

左から 左から����番目

上から����段目

����������番目

���　�����が�①�の第�Q�群に属するとすると

　　　　　　
�

�
Q�Q 
�� ������

�

�
Q�Q 
��

　また，
�

�
Q�Q 
�� �は単調に増加する。

　
･�� ��

�
 ���，

･�� ��

�
 �����であるから

　　　　　　Q ��

　よって，�����は第����群の���������� �����番目�

　の数である。

　したがって，�����は，左から

　������� �����番目�，上から����段目にある。
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���　��以上の整数�[�のとりうる値は　　[ �，�，�10

　�[��\���を満たす���以上の整数�\�は

　　[ ��のとき，�\�� �から　　　\ �，�，�，�，�

　　[ ��のとき，���\�� �から　\ �，�，�

　　[ ��のとき，���\�� �から　\ �，�

　以上から，求める整数の組�� 
[，\ �の個数は����個

���　�[��\�������……�①��とする。

　���以上の整数�[�のとりうる値は　　[ �，�，�，……，���

　>�@　[ �N��N 
 �，�，�，……，��� �のとき

　　①�から　�N��\�����　　　　よって　�\�������N　……�②

　　N �，�，�，……，����のそれぞれの�N�の値に対し，②�を満たす���以上の整数�\�は�

　　����� 
��N �個ある。

　>�@　[ �N����N 
 �，�，�，……，��� �のとき

　　①�から　�N����\�����　　　　よって　�\���������N　……�③

　　N �，�，�，……，����のそれぞれの�N�の値に対し，③�を満たす���以上の整数�\�は

　　����� 
��N �個ある。

　>�@，>�@�から，①�を満たす���以上の整数の組�� 
[，\ �の個数は

　　　　　
 N �

���

& � ��� 
����� �N � 
����� �N  
 N �

���

& � 
����� �N  
�

�
���������� 
��

　　　　　　　　　　　　　　　　　　 ������　�個�
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���　長さ���の単語：D，E，F11

　長さ���の単語：DD，EE，FF，DE，ED，EF，FE，FD，DF

　長さ���の単語：DDD，EEE，FFF，DDE，DED，EDD，DDF，DFD，FDD，EED，EDE，

　　　　　　　　DEE，EEF，EFE，FEE，FFD，FDF，DFF，FFE，FEF，EFF，DEF，DFE，

　　　　　　　　EDF，EFD，FDE，FED

���　 �Q �[ �を次の�>�@～>�@�の場合に分けて考える。

　>�@　最初の文字が�D�のとき

　　残りの�Q�個の文字には�D�が偶数個含まれるから，単語の数は　 Q\

　>�@　最初の文字が�E�のとき

　　残りの�Q�個の文字には�D�が奇数個含まれるから，単語の数は　 Q[

　>�@　最初の文字が�F�のとき

　　残りの�Q�個の文字には�D�が奇数個含まれるから，単語の数は　 Q[

　よって　　 �Q �[  � Q[ � Q\ 　……�①

　また，長さ�Q�の単語は，��文字�D，E，F�から重複を許して�Q�個並べたものであるか

　ら，全部で� Q� �個ある。

　よって　　 Q[ � Q\  
Q� 　　　　ゆえに　 Q\  

Q� � Q[ 　……�②

　②�を�①�に代入して　　 �Q �[  � Q[ ��
Q� 
� Q[

　すなわち　　 �Q �[ � Q[  
Q� 　　　また，����から　　 �[  �

　したがって，Q���のとき

　　　　　　 Q[  �[ �
 N �

�Q �

&
N�  ��

�� 
��Q �� �

�� �
 
�

� �
Q� 
��

　この式は�Q ��のときにも成り立つ。

　ゆえに　　 Q[  
�

� �
Q� 
�� 　　　　②�に代入して　　 Q\  

�

� �
Q� 
��
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数学的帰納法により証明する．12

>�@　  Q ��のとき

　　　  � 
左辺  �I � 
�FRVK �

　　　  � 
右辺  
VLQ � 
�� � K

VLQK
�

　よって，成り立つ．

　  Q ��のとき

　　　  � 
左辺  �I � 
�FRVK �FRVK

　　　  � 
右辺  
VLQ � 
�� � K

VLQK

�VLQKFRVK

VLQK
 �FRVK

　よって，成り立つ．

>�@　  Q �N �，N��� �N ����のとき成り立つと仮定する．

　すなわち　  �N �I � 
�FRVK
VLQNK

VLQK

　　　　　　  NI � 
�FRVK
VLQ � 
�N � K

VLQK

　  Q �N ��のとき

　  � 
左辺 �N �I � 
�FRVK

　　　�� ��FRVK NI � 
�FRVK �N �I � 
�FRVK

　　　�� �･�FRVK
VLQ � 
�N � K

VLQK

VLQNK

VLQK

　　　�� �･�FRVK
�VLQNKFRVK FRVNKVLQK

VLQK

VLQNK

VLQK

　　　�� 
�� 
�� �FRV K � VLQNK �VLQKFRVKFRVNK

VLQK

　　　�� 
�FRV�KVLQNK VLQ�KFRVNK

VLQK

　　　��  
VLQ � 
�N � K

VLQK
�右辺�

　よって，成り立つ．

以上から， �Q ��であるすべての�Q�について�  QI � 
�FRVK
VLQ � 
�Q � K

VLQK
�と表される．
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���　  Q� 
�� (� �QD QE (� ���  Q ������……����のとき��  Q� 
�� (� �QD QE (� ��を数学的13

　帰納法で証明する．

　  �Q �
� 
�� (�  ��Q �D �Q �E (� � 
�QD QE (� � 
�� (� ��から

　  �Q �D �QD � QE ���  �Q �E �QD QE ��が成り立つ．

　>�@　  Q ��のとき　  �D  �E ��で成り立つ．

　>�@　  Q N�のとき成り立つと仮定すると　  N� 
�� (� �ND NE (�

　　  Q �N ��のとき

　　　  �N �
� 
�� (�  � 
�ND NE (� � 
�� (�  �� 
�ND � NE � 
�ND NE (� ��N �D �N �E (�

　　  Q �N ��のときも成り立つ．

　よって，すべての自然数�Q�に対して成り立つ．

���　Q�を順次計算すると

　　　　

Q ����� ����� ����� ����� ����� ����� � � �

QD � � � �� �� �� ��� ��� ����

QE � � � �� �� �� ��� ��� ���

　これから　 ����� ���(� ����� ���� ���(�

　よって， !�QD QE (� �����となる最小の自然数�Q�は　  Q �

���　  � 
�QD QE (� � 
�QD QE (�  Q� �� 
�� (� � 
�� (�
Q

� 
��

　よって　  QE (� �QD
Q

� 
��

�QD QE (�

　上の表から�
Q

� 
��

�QD QE (�
�は� �Q ��のとき絶対値が�������より小さい．

　更に�Q�が奇数ならば�  QE (� �QD N��� �� �N �������と表される．

　すなわち� QE (� �の小数部分が�������以下となる最小の�Q�は�  Q ��で　  �E ���
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Q ��のとき　　 �D �D  �
�
�D14

　 �D  ��であるから　　 �D  �

Q ��のとき　　 �D �D � �D �D  �� �D �D 
� �D �D

　よって　　�･��� �D  ���･��� 
･� 　　　　　　　　　��ゆえに　　 �D  �

Q ��のとき　　 �D �D � �D �D � �D �D  �� �D �D � �D �D 
� �D �D

　よって　　�･���･��� �D  ���･���･��� 
･� 　　　　ゆえに　　 �D  �

したがって， QD  Q ��……�①�と推測できる。

この推測が正しいことを，数学的帰納法を用いて証明する。

>�@　Q ��のとき，①�は成り立つ。

>�@　Q�N�のとき，①�が成り立つと仮定すると　　 QD  Q ���Q�N�

　このとき，条件式で�Q N�とすると

　　　　　　 �D �D � �D �D ��……�� �N �D ND � ND �N �D

　　　　　 �� �D ND � �D �N �D ��……�� �N �D �D 
� ND �D

　よって　　�･���･���……���N 
�� N� �N �ND

　　　　　 ���･N��･ �N 
�� ��……���N 
�� ･��N �･�

　ゆえに　　
 L �

�N �

& L�L 
�� � �N �ND  �
 L �

N

& L�N�� 
�L

　したがって　　 �N �ND  �
 L �

N

& L�N�� 
�L �
 L �

�N �

& L�L 
��

　　　　　　　　　　�� �
 L �

�N �

& L�N�� 
�L ��N･��
 L �

�N �

& L�L 
��

　　　　　　　　　　�� 
 L �

�N �

& L���N�� 
�L ��L �
�� ��N 
 L �

�N �

& L��N�� 
��L ��N

　　　　　　　　　　�� ��N 
��
 L �

�N �

& L��
 L �

�N �

&
�L ��N

　　　　　　　　　　�� ��N 
�� ･
�

�
N�N 
�� ��･

�

�
N�N 
�� ��N 
�� ��N

　　　　　　　　　　�� N�N 
�� ��N N�N 
��

　よって　　 �N �D  N��

　ゆえに，Q N���のときにも�①�は成り立つ。

>�@，>�@�から，すべての自然数�Q�について�①�は成り立つ。

したがって　　 QD  Q
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