
%$6,&問題
次の等式が成り立つことを証明せよ。１

　　N NQ&  Q �N ��Q �& 　�N 
 �，�，……，Q

次の式の展開式において，� ��　 �内に指定された項の係数を求めよ。２

���　
�

� ��[
�

[
　　� �[　　　　　　　　　　������　

�

� ��� �[
�

[
　　� �

�[

�
� 
��D E F �の展開式における� �D �E �F �の項の係数を求めよ。３

異なるQ�個のものから�U�個取る組合せの総数を� UQ& �とする。次の式を簡単にせよ。４

���　 �Q& � �Q& � �Q& �……� �Q �Q& � QQ&

���　 �Q& � �Q& � �Q& �……�
�Q �

� 
�� �Q �Q& � Q
� 
�� QQ& �

67$1'$5'問題
�

� 
���[ [ � �の展開式において，次の項の係数を求めよ。５

���　 �[ �の係数　　　　　　　　　　　　　　���　 �[ �の係数

Q�は自然数とする。次の式を簡単にせよ。６

���　� ��Q& � ��Q& �……� �Q�Q& �

���　 ��Q& � ��Q& �……� ��Q ��Q&

二項定理を用いて， ���� �の一の位の数と十の位の数をそれぞれ求めよ。７

二項定理を用いて， ���� �を�����で割ったときの余りを求めよ。８
��

� 
�[ � �を展開したときの� U[ �の係数を�I � 
U �とする。９

���　��U����のとき，等式�I � 
�U � �I � 
U  
･��� ��� U�

� 
��� U �� 
�U � �
J � 
U �を満たす�J � 
U �を求め

　よ。

���　����を利用して�I � 
U �を最大にする�U�の値を求めよ。

実戦問題
Q�を���以上の自然数とする。10

���　��N�Q �を満たす自然数�N�について，N�N 
�� NQ&  Q�Q 
�� �N ��Q �& �を示せ。

���　
 N �

Q

& N� 
�N � NQ& �を求めよ。　　　　　　

���　
 N �

Q

&
�N NQ& �を求めよ。
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S　略１

S　���　��　　���　����２

S　���３

S　�ア�　 Q� 　　�イ�　�４

S　���　��　　���　���５

S　���　略　　���　略６

S　一の位の数は���，十の位の数は���７

S　��８

S　���　J � 
U  ����U　　���　U �，�９

S　���　略　　���　Q�Q 
�� ･
�Q �� 　　���　Q�Q 
�� ･

�Q ��10
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　N NQ&  N･
Q�

N�� 
�Q N �
 Q･

� 
�Q � �

� 
�N � �� 
�Q N �
 Q �N ��Q �&１

���　展開式の一般項は　　 U�&
�� U[

U

� ��
�

[
 U�&

U
� 
��

�� U[
U[

２

　
�� U[
U[
 [�とすると，両辺に� U[ �を掛けて　　 �� U[  [･

U[

　よって，��U ��U　から　　U �

　したがって，[�の係数は　　 ��&
�

� 
��  ���� ��

���　展開式の一般項は　　 U�&
�� U

� 
� �[
U

� �
�

[
 U�& ･

�� U� ･
U�

��� �U[
U[

　
��� �U[
U[
 �[ �とすると，両辺に� U[ �を掛けて　　 ��� �U[  �[ ･

U[

　よって，����U ��U　から　　U �

　したがって， �[ �の係数は　　 ��& ･
�� ･

��  ������� ����

�
� ��� 
�D E F �の展開式における� �F �を含む項は　　 ��&

�
� 
�D E �F３

また， �
� 
�D E �の展開式における� �D �E �の項の係数は　　 ��&

よって， �D �E �F �の項の係数は　　 ��& � ��&  ���

T　 Q
� 
��D E F �の展開式における� SD TE UF ���S�T�U 
 Q �の項の係数は

　
Q�

S�T�U�
�であるから，求める係数は　　

��

������
 ���

二項定理から４

　　 Q
� 
�D E  �Q&

QD � �Q&
�Q �D E� �Q&

�Q �D �E �……� �Q �Q&
�Q �DE � QQ&

QE 　……①

①�において，D �，E ��とすると

　　 Q
� 
�� �  �Q& � �Q& � �Q& �……� �Q �Q& � QQ&

すなわち　　 �Q& � �Q& � �Q& �……� �Q �Q& � QQ&  
ア Q�

また，①�において，D �，E ���とすると

　　 Q
� 
�� �  �Q& � �Q& ･� 
�� � �Q& ･

�
� 
�� �……� �Q �Q& ･

�Q �
� 
�� � QQ& ･

Q
� 
��

すなわち　　 �Q& � �Q& � �Q& �……�
�Q �

� 
�� �Q �Q& � Q
� 
�� QQ&  

イ�
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一般項は　
��

S�T�U�
･

T
� 
�� U� ��S T[５

���　 �[ �の係数を求めることから，�S�T ���……�①，S�T�U ���……�②

　S，T，U�は�S��，T��，U���の整数��……�③

　①�から�T ���S　これを�②�に代入すると　S��� 
��S �U �

　すなわち　U S��

　③�から�T ���S��，U S����　　よって　��S�
�

�

　S�は整数であるから　S �

　よって　T �，U �

　ゆえに　求める係数は，
��

������
�

� 
�� ･
��  ��

���　 �[ �の係数を求めることから　�S�T ���……�①，S�T�U ���……�②，

　S，T，U�は�S��，T��，U���の整数　……�③

　①�から�T ���S　これを�②�に代入すると，S��� 
��S �U ���すなわち��U S��

　③�から�T ���S��，U S����　　よって　��S�
�

�

　S�は整数であるから�S �，�

　　　S ��のとき�T ���･� �，U ��� �

　　　S ��のとき�T ���･� �，U ��� �

　すなわち� 
S，T，U  � 
�，�，� ，��，�，��

　よって係数は
��

��
�

� 
�� �� �
��

��
�

� 
�� ��  ����� ���　
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���　二項定理６

　　 Q
� 
�D E  �Q&

QD � �Q&
�Q �D E� �Q&

�Q �D �E �……� QQ&
QE

　において，D �，E �
�

�
�とすると

　　
Q

� �
�

�
 �Q& � �Q& � ��

�

�
� �Q&

�

� ��
�

�
�……� QQ&

Q

� ��
�

�

　すなわち　　
Q

� �
�

�
 �Q& �

�Q&

�
�

�Q&
��
�……�

Q
� 
��

QQ&
Q�

　よって，与えられた等式が成り立つ。

���　二項定理から

　　 �Q
� 
�D E  ��Q&

�QD � ��Q&
��Q �D E� ��Q&

��Q �D �E � ��Q&
��Q �D �E

　　　　　　　　　　��……� ��Q ��Q&
��Q �DE � �Q�Q&

�QE 　　　　　……�①

　①�に�D �，E ���を代入すると

　　 �Q
� 
�� �  ��Q& � ��Q& � ��Q& � ��Q& �……� ��Q ��Q& � �Q�Q&

　よって　　 ��Q& � ��Q& �……� �Q�Q&  ��Q& � ��Q& �……� ��Q ��Q&

　この両辺の値を�$�とする。

　①�に�D �，E ��を代入すると

　　 �Q
� 
�� �  ��Q& � ��Q& � ��Q& � ��Q& �……� ��Q ��Q& � �Q�Q&

　よって　　 �Q�  � ��Q& � ��Q& �…… 
� �Q�Q& �� 
����Q& ��Q& ……� ��Q ��Q&

　すなわち　　 �Q�  �$　　　よって　　$ ��Q ��

　したがって

　　 ��Q& � ��Q& �……� �Q�Q&  ��Q& � ��Q& �……� ��Q ��Q&  ��Q ��

� ��
� 
��� [  ���& � ���& �[� ���& �

�[ �…� ����& �
��[ � ����& �

��[７

ここで�[ ���とおくと

� ��
� 
��� ��  ���& � ���& ���� ���& �

��� �…� ����& �
����

一の位と十の位の数字に関係のあるのは　 ���& � ���& �･��＝������ ����

したがって一の位の数は����　十の位の数は　��
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二項定理により　 ����  ��
� 
��� �８

　　　　　　　　　��� ���� � ���& �
���� ��……�� ����& � ��� � ����& �����

　　　　　　　　　��� ��� �
���� � ���& �

���� ��……� 
� ����& ��������

　　　　　　　　　��� ��� �
���� � ���& �

���� ��……� 
� ����& � ��� ���

　　　　　　　　　��� ����
���� � ���& �

���� ��……�� ����& 
�� ���

���� � ���& �
���� ��……�� ����& ���は整数であるから，求める余りは　��

���　 ��
� 
�[ � �の展開式の一般項は　　 U��& �

U[ ･
��� U�９

　よって　　　I � 
U  U��& �
��� U�  

･��� ��� U�

U�� 
��� U �

�　��U����のとき

　　　　I � 
�U � �I � 
U  
･��� ��� � ��U ��

� 
�U � �� ���� � 
�U � �
�

･��� ��� U�

U�� 
��� U �

　　　　　　　　　　�� 
･��� ��� U�

� 
�U � �� 
��� U �
�

･��� ��� U�

U�� 
��� U �

　　　　　　　　　　�� 
･��� ��� U�

� 
��� U �� 
�U � � ����U���U �
��  
･��� ��� U�

� 
��� U �� 
�U � � ��� 
��U

　よって　　　J � 
U  ����U

���　
･��� ��� U�

� 
��� U �� 
�U � �
!��であるから

　　��U���のとき　���　J � 
U !��から　I � 
�U � !I � 
U

　　U ��のとき　　　�　J � 
U  ��から　I � 
�U �  I � 
U

　　��U����のとき　　J � 
U ���から　I � 
�U � �I � 
U

　よって　��I � 
� �I � 
� �I � 
� ��……��I � 
� �I � 
�  I � 
� !I � 
� !�……�!I � 
��

　したがって，I � 
U �を最大にする�U�の値は　　U �，�
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���　N�N 
�� NQ&  N�N 
�� ･
Q�

N�� 
�Q N �
 

Q�

� 
�N � �� 
�Q N �
10

　　　　　　　 Q�Q 
�� ･
� 
�Q � �

� 
�N � �� ��� 
�Q � � 
�N � �
 Q�Q 
�� �N ��Q �&

���　
 N �

Q

& N� 
�N � NQ&  �･�･ �Q& �
 N �

Q

& N� 
�N � NQ&

　　　　　　　　��� ��
 N �

Q

& Q� 
�Q � �N ��Q �& 　　�����より�

　　　　　　　　��� Q�Q 
��
 N �

�Q �

& N�Q �&

　ここで　　
 N �

�Q �

& N�Q �&  ��Q �& � ��Q �& � ��Q �& �……� �Q ��Q �&

　　　　　　　　　　� �Q �
� 
�� �  �Q ��

　よって　　
 N �

Q

& N� 
�N � NQ&  Q�Q 
�� ･
�Q ��

���　��N�Q�を満たす自然数�N�について

　　　　　　N NQ&  N･
Q �

N�� 
�Q N �
 Q･

� 
�Q � �

� 
�N � �� 
�Q N �

　　　　　　　　� Q･
� 
�Q � �

� 
�N � �� ��� 
�Q � � 
�N � �
 Q �N ��Q �&

　よって　　
 N �

Q

& N NQ&  
 N �

Q

& Q �N ��Q �&  Q
 N �

�Q �

& N�Q �&  Q･
�Q ��

　ゆえに　　
 N �

Q

&
�N NQ&  

 N �

Q

& N� 
�N � NQ& �
 N �

Q

& N NQ&

　　　　　　　　　　� Q�Q 
�� ･
�Q �� �Q･

�Q ��

　　　　　　　　　　� Q�Q 
�� ･
�Q ��
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