
問題
辺の長さが の正四面体 を考える．１

， の中点をそれぞれ ， とし を ： に内分する点を とする．また，

△ の重心を とする．

　 ， ， とするとき， を ， ， ， ， を用いて表せ．

　 の長さ を求めよ．

， ， ， ， ， の両方に垂直な単位ベクトルを求めよ。２

原点 から， 点 ， ， ， ， ， を通る直線に垂線 を下ろす。この３

とき，点 の座標と線分 の長さを求めよ。

点 ， ， ， ， ， と 平面上に動点 がある。４

　 の最小値を求めよ。　　　　

　 が最小となるときの点 の座標を求めよ。

四面体 がある．点 が を満たしているとき５

　 を ， ， を用いて表せ．

　四面体 と四面体 の体積の比を求めよ．

平行六面体 において，辺 の を越える延長上に とな６

る点 をとり，直線 と平面 の交点を とする。

， ， とするとき， を ， ， を用いて表せ。

線分比 ： を求めよ。

点 ， ， ， ， ， ， ， ， がある。７

　△ の面積を求めよ。

　点 ， ， から平面 に垂線 を下ろす。このとき，線分 の長さを

　求めよ。

　四面体 の体積を求めよ。
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実戦問題
空間内の平面 の上に により定まる円 があり，平面 の上に８

により定まる 軸に平行な直線 がある。 上の点 で， 上の点との距離の最小

値が であるような の座標をすべて求めよ。

点 ， ， を通り ， ， に平行な直線 と，点 ， ， を通り９

， ， に平行な直線 がある。 上にそれぞれ点 ， をとるとき，

線分 の長さの最小値を求めよ。

四面体 において， とする。 ， ，10

とし， ， ， とおく。点 から面 に垂線を引

き，その交点を とする。

　 を と を用いて表せ。

　 の長さを求めよ。

　四面体 の体積を求めよ。

すべての辺の長さが の四角錐がある。この四角錐の頂点を ，底面を正方形 と11

し， ， ， とする。

　 を， ， ， を用いて表せ。

　内積 ･ ， ･ ， ･ をそれぞれ求めよ。

　点 ， ， ， が正四面体の頂点となるようなすべての点 について， を ，

　 ， を用いて表せ。
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　　　 　 ：

　 　 　　　 　 ： ：６

　 　 　　 　 　　 　７

　 ， ， ， ， ，８

　９

　 　 　　 　 　　 　10
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　　　 　 ，
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　 ， ，

　ゆえに　

１

　 ， ･ ･ ･ ･･

　よって　 ･

　　　　　　　　　 ･ ･

　　　　　　　

　ゆえに　

求めるベクトルを ， ， とする。２

であるから　 ･ 　　　　　　よって　　 　　　 ……①

であるから　 ･ 　　　　　　よって　　 　……②

であるから　　 　　　　よって　　 　……③

①，②から　　 ，

③に代入して　　 　　　　ゆえに　

　　 のとき ， ； のとき ，

よって，求めるベクトルは　　 ， ， ， ， ，

は ， を通る直線上にあるから， を実数として と表すことが３

できる。

， ， ， ， であるから

　　　　　　 ， ， ， ，

　　　　　　　 ， ，

であるから　　　 ･

よって　　 　　　すなわち　　

したがって，点 の座標は　　 ， ，
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また，線分 の長さは　　

平面

　点 と 平面に関して対称な点を とすると，その

　座標は

　　　　　　　　　　　 ， ，

　 は 平面上にあるから　　

　ゆえに　　

　 が最小となるのは， ， ， が一直線上にあ

　るときである。

　よって， の最小値は線分 の長さに等しい。

　したがって，求める最小値は

４

　　　

　 を原点とし，点 の座標を ， ， とする。

　直線 上の点 のベクトル方程式は　 は実数

　 から　 ， ， ， ， ， ，

　ゆえに　 ， ， ， ， ， ，

　　　　　　　　　 ， ， 　……①

　ここで　点 は 平面上にあるから　

　よって　 から　　 　……②

　したがって　点 の座標は②を①に代入して

　　　　　　 ， ，

　 から５

　　　　

　よって　

　したがって　

　 から　 　……①

　また， から

　　　　　

　　　　　　

　　　　　　 　……②

　 ， ， で ， ， はどの つも平行でないから，

　①，②より　 ， ，
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　これを解くと　 ， ，

　 から　 ： ：

　底面積が等しい四面体の体積は高さに比例するから，四面体 と四面体

　の比は

　　　　　 ： ：

点 は直線 上にあるから， となる実

数 がある。

ここで　　

よって　　

点 は平面 上にあるから　　

ゆえに　　

したがって　　

６

また　　 ： ：

　　　　　 ， ， ， ，７

　　　　　　 ， ， ， ，

　よって　　 ･

　　　　　　

　　　　　　

　ゆえに　　
･

　 より であるから

　　　　　　

　したがって，△ の面積を とすると

　　　　　　 ･ ･ ･

　　　　 ･ ･

　点 は平面 上にあるから， ， ， を実数として

　　　　　　 ， 　　と表される。

　ここで， ， ， ， ， ， ， ， ， であるから

　　　　　　 ， ， ， ， ， ，

　　　　　　　 ， ，
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　 平面 であるから　　 ，

　 ･ から　　

　よって　　 　……①

　 ･ から　　

　よって　　 　……②

　①を に代入すると　　 　　　　ゆえに　　

　これを①，②に代入して　　 ，

　これを解いて　　 ，

　このとき　　 ， ，

　よって　　　

　 ， の結果から，四面体 の体積は

　　　　　　　 ･ ･

点 は 上にあるから， ， ， とおける。８

点 から に下ろした垂線を とすると　　 ， ，

点 と 上の点の距離の最小値は である。

より

　

よって， から　　 ，

のとき　　 ，

のとき　　

したがって，求める点 の座標は　　　　 ， ， ， ， ，

直線 上の点を ， ， とすると９

　　　　 ， ， ， ， ， ，

　　　　　　　　　 ， ，

直線 上の点を ， ， とすると

　　　　 ， ， ， ， ， ，

　　　　　　　　　 ， ，

点 ， の座標を，それぞれ

　　　　 ， ， ， ， ，

とおくと
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　よって， は ， すなわち ， のとき最小となる。

　 であるから，このとき も最小となる。

　よって， の最小値は　　

　 ， のとき

　　　　　　　 ， ，

　　 ･

　　 ･

　よって　　　 ，

　したがって， が最小となるとき ， が成り立つ。

　点 は平面 上にあるから， ， は実数 と表される。10

　よって　　

　また　　　 ， ， ，

　　　　　　 ･ ，

　　　　　　 ･ ，

　　　　　　 ･

　 であるから　　 ･ 　　　　すなわち　　 ･

　よって　　　 ･ ･ 　　　　　ゆえに　　　 ･ ･

　すなわち　　 　……①

　 であるから　　 ･ 　　　　すなわち　　 ･

　よって　　　 ･ ･ 　　　　　ゆえに　　　 ･ ･

　すなわち　　 　……②

　①，②を解くと　　 ， 　　　したがって　　

　 より， であるから

　　

数学②　第９回試練　空間ベクトル　　　　　　　



　　　　 ･ ･ ･ ･ ･ ･

　　　　

　 であるから　　

　△ ･ ･ ･ ･

　よって，四面体 の体積は　　 ･△ ･ ･ ･

　11

　△ ，△ ，△ は 辺の長さが の正三角形であるから

　　　　　　 ･ ･ ･ ， ･

　また，同様にして， から

　　　　　　 ･ ･ ･ ･ ･

　ゆえに　　 ･

　 ， ， は実数 とする。

　△ の重心を とすると　　

　ゆえに　　

　点 が満たすべき条件は　　 ， ， 　

　よって　　 ･ ･ ，

　 から　　 ……①

　　　　　　 　 ……②

　　　　　　 　 ……③

　②から　　 　　　このとき，①から　

　これらを③に代入して整理すると　　 　　　ゆえに　 ，

　よって　　 ， ， ， ， ， ， ，

　したがって　　 ，
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