
公式確認問題（省略可）

次の楕円の焦点の座標，長軸と短軸の長さ，焦点からの距離の和を求めよ。１
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 �　　　　　　　　　　　　���　� �[ � �\  �

次の双曲線の焦点と頂点の座標，漸近線の方程式，焦点からの距離の差を求め，曲線を２

かけ。
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 ��　　　　　　　　　　

次の放物線の焦点と準線を求め，その概形をかけ。３

���　 �\  ��[　　　　　　　　　　　　　　���　 �[  �\

次の曲線上の与えられた点における接線の方程式を求めよ。４
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��

%$6,&問題
次の方程式は放物線，楕円，双曲線のいずれを表すか。また，その焦点の座標を求めよ｡５

���　[� �\ ��\�� �　　　　　　　　　　���　� �[ �� �\ ���[���\��� �

���　� �[ �� �\ ���[���\��� �

双曲線�� �[ � �\ ���[��\�� ��の漸近線の方程式を求めよ。６

次の曲線の方程式を求めよ。７

���　焦点が�$�� 
�，� ，準線が�[ ���である放物線

���　焦点�$���， 
�� ，%���， 
�� �からの距離の和が����である楕円

���　焦点�$�� 
�，� ，%�� 
��，� �からの距離の差が���である双曲線

67$1'$5'問題
曲線� �[ �� �\  ��に，点���，��から引いた接線の方程式を求めよ。８

直線�\ �[�N�が楕円� �[ �� �\  ��と異なる���点�3，4�で交わるとする。９

���　定数�N�のとりうる値の範囲を求めよ。

���　����の範囲で�N�を動かしたとき，線分�34�の中点�0�の軌跡を求めよ。
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楕円�
�[

��
�

�\

�
 ��の焦点を�)���，��，)���－�，���とし，第���象限にある楕円上の点を�310

とする。また，2�を原点として�23 D�とおく。

���　3)＋3)��の値を求めよ。

���　 �3) � �3)� �および積�3)���3)��を�D�を用いて表せ。

���　�)�3) 
S

�
�のとき，D�の値を求めよ。

楕円� �[ �� �\  ��上の点�3�と直線�[��\ ��上の点�4�について，��点�3，4�間の距離の11

最小値を求めよ。�

実戦問題
楕円�� �[ � �\  ��の外部にある点�3��D，E��からこの楕円に引いた���本の接線が直交するよ12

うな点�3�の軌跡を求めよ。

座標平面上に，原点�2�を中心とする半径��D�の円�& �と，定点�)����E，����� �� �E D��を13

とる。& �上の点を�4�とし，線分�)4�の垂直二等分線と線分�24�との交点を�3�とする。点

�4�が�& �上を動くとき，点�3�の軌跡の方程式を求めよ。

双曲線�
�[

��
�

�\

�
 ��の���つの焦点のうち�[!��である点を�)，)�に対する準線の方程式を14

[ N���N 
!� �とする。N�の値と，曲線の離心率�H�の値を求めよ。ただし，離心率に関して

は次の解説を参考にしてよい。

　　　　　　　　　　　　　　　　一般に，点�3�から定点�)�への距離�3)�と，定直線�O�

　　　　　　　　　　　　　　　　への距離の比の値�H 
3)

3+
�が一定であるとき，�H�の

　　　　　　　　　　　　　　　　値をこの曲線の離心率といい，直線�O�を焦点�)�に対

　　　　　　　　　　　　　　　　する準線という。

　　　　　　　　　　　　　　　　������H���のとき，)�を焦点の���つとする楕円

　　　　　　　　　　　　　　　　����H ��のとき，)を焦点，を準線とする放物線

　　3)：3+ H：�����　　　　　　����H!��のとき，)を焦点の���つとする双曲線

　　　　　　　　　　　　　　　　となることが知られている。



S　焦点の座標，長軸の長さ，短軸の長さ，焦点からの距離の和の順に１

　　　���　� 
(�，� ，� 
�(�，� ，�，�，�　　���　� 
�，(� ，��， 
�(� ，�，�，�

S　焦点の座標，頂点の座標，漸近線の方程式，焦点からの距離の差の順に２

　　　���　� 
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S　���　焦点は点�� 
��，� ，準線は直線�[ �，概形は��図�３

　　　���　焦点は点�� ��，
�

�
，準線は直線�\ �

�

�
，概形は��図�
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S　���　放物線，焦点の座標は　� ��
�

�
，�５

　　　���　楕円，焦点の座標は　���(�， 
�� ，���(�， 
��

　　　���　双曲線，焦点の座標は　��� 
�(��，� ，��� 
�(��，�

S　\ �[��，\ ��[��６

S　���　 �
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S　[ ��，�[��\ �　８

S　���　�(�� �N�(��　　���　直線�\ �
�

�
[�の��

�(��
��

�[�
�(��
��

�の部分９

S　���　��　　���　 �3) � �3)�  � �D ���，3)���3)� ��� �D 　　���　D (��10

S　
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�
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S　円� �[ � �\  �12
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　よって，焦点の座標は　� 
(�，� ，� 
�(�，�

　長軸の長さは　��� �，短軸の長さは　��� �

　焦点からの距離の和は　��� �

���　方程式を変形すると　 �[ �
�\

�
 �

　( �� �  (�

　よって，焦点の座標は　� 
�，(� ，��， 
�(�

　長軸の長さは　��� �，短軸の長さは　��� �

　焦点からの距離の和は　��� �

���　( �� ��  (��２

　よって，焦点の座標は　� 
(��，� ，� 
�(��，�

　頂点の座標は　� 
�，� ，� 
��，�

　漸近線の方程式は　\ 
�

�
[，\ �

�

�
[

　焦点からの距離の差は　��� �

　曲線は図のようになる。



[�

�\

�2

(���(��

���

�

��

[�

�\

�2 ���

�

��

(��

�(��

���　　　　　　　　　　　　　　　　　　　���

���　( �� �  (��

　よって，焦点の座標は　� 
�，(�� ，��， 
�(��

　頂点の座標は　� 
�，� ，��， 
��

　漸近線の方程式は　\ 
�

�
[，\ �

�

�
[

　焦点からの距離の差は　��� �

　曲線は図のようになる。

���　 �\  ��[��から　 �\  �･� 
�� ･[３

　焦点は　点�� 
��，� 　　準線は　直線�[ �

���　 �[  �\��から　 �[  �･
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　焦点は　点�� ��，
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　　準線は　直線�\ �
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���　接線の方程式は　
�

��
･� 
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�

�
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　よって　　(� [��\�� �

���　接線の方程式は　� 
�� \ ��[ 
��

　よって　　[�\�� �

���　この方程式を変形すると　　[ �
�\ ��\ 
�� ��５

　すなわち　　[ �
� 
�\ � ��　　　　よって　　 �

� 
�\ �  �･
�

�
･�[ 
�� 　……�①

　①�は，放物線� �\  [�を�[�軸方向に���，\�軸方向に���だけ平行移動した放物線を表す｡

　放物線� �\  [�の焦点の座標は�� �
�

�
，� �であるから，放物線�①�の焦点の座標は



　　　　　　　　　　　　　　　� ��
�

�
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���　この方程式を変形すると　　��
�[ ��[ 
�� ���

�\ ��\ 
��  ��������

　すなわち　　� �
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　よって　　　
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 �　……�①

　①�は，楕円�
�[

�
�

�\

�
 ��を�[�軸方向に��，\�軸方向に����だけ平行移動した楕円を表

　す。

　楕円�
�[

�
�

�\

�
 ��の焦点の座標は�� 
(�，� ，� 
�(�，� �であるから，楕円�①�の焦点

　の座標は　　���(�， 
�� ，���(�， 
��

���　この方程式を変形すると　　��
�[ ���[ 
��� ���

�\ ��\ 
��  ���������
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　よって　　　
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 �　……�①

　①�は，双曲線�
�[

�
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�\

�
 ��を�[�軸方向に���，\�軸方向に���だけ平行移動した双曲線

　を表す。

　双曲線�
�[

�
�

�\

�
 ��の焦点の座標は�� 
(��，� ，� 
�(��，� �であるから，双曲線�①

　の焦点の座標は　　��� 
�(��，� ，��� 
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よって，双曲線�� �[ � �\ ���[��\�� ��の中心の

座標は　� 
�，�

６

双曲線�
�[

�
�

�\

��
 ��の漸近線の方程式は　\ �[，\ ��[

求める漸近線の方程式は　\ ��[ 
�� ��，\ ���[ 
�� ��

すなわち　　　\ �[��，\ ��[��
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���　焦点が�� 
�，� ，準線が�[ ���である放物線の方

　程式は　　　 �\  �･�[

　すなわち　　 �\  �[

　焦点が�$�� 
�，� �である放物線は，放物線� �\  �[�を

　\�軸方向に���だけ平行移動した放物線であるから，

　その方程式は

　　　　　　　 �
� 
�\ �  �[

���　線分�$%�の中点を�0�とすると，0�の座標は

７

[�

�\

�2

�

$

�

��
% 0

　�
�� �

�
， ��� 　　すなわち　0���， 
��

　0�が原点�2�に移るように，

　[�軸方向に���，\�軸方向に���だけ平行移動すると，

　$���， 
�� ，%���， 
�� �は，それぞれ点

　)�� 
�，� ，)��� 
��，� �に移る。

　)，)��を焦点とする楕円の方程式を

　
�[
�D
�

�\
�E
 �　�D!E 
!� 　とする。

　焦点からの距離の和が����であるから　�D ��

　よって　　　D �

　焦点の座標について　( ��D �E  �

　両辺を���乗すると　　 �D � �E  ��

　よって　 �E  �D ��� ����� �

　)，)��を焦点とする楕円の方程式は　
�[

��
�

�\

�
 �

　この楕円を[�軸方向に��，\�軸方向に����だけ平行移動すると，求める楕円の方程式は
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 �
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$%
0

��� �

�

���　線分�$%�の中点を�0�とすると，0�の座標は

　　� �
�� � 
��

�
，� 　　すなわち　0�� 
�，�

　0�が原点�2�に移るように，

　[�軸方向に���，\�軸方向に����だけ平行移動すると，

　$�� 
�，� ，%�� 
��，� �は，それぞれ点�)�� 
�，� ，

　)��� 
��，� �に移る。

　)，)��を焦点とする双曲線の方程式を

　
�[
�D
�

�\
�E
 �　とする。

　焦点からの距離の差が���であるから　�D �　　よって　D �

　焦点の座標について　( ��D �E  �

　両辺を���乗すると　　 �D � �E  ��

　よって　 �E  ��� �D  ����� �



　)，)��を焦点とする双曲線の方程式は　
�[
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�
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�
 �

　この双曲線を[�軸方向に��，\�軸方向に���だけ平行移動すると，求める双曲線の方程式

　は　　　
�

� 
�[ �
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�\ �
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　接点の座標を�� 
�[ ， �\ �とすると，接線の方程式は

　　　　　　 �[ [�� �\ \ �　……�①

　直線�①�が点����，���を通るから　�� �[ ��･� �\  �

　すなわち　 �[  �� �\ ��　……�②

　また　　　 �
�[ ��

�
�\  �

　②�を代入して整理すると　　� �
�\ �� �\  �

　よって， �\ �� �\ 
��  ��から　　 �\  �，�
�

�

　②�から　　 �\  ��のとき　　　 �[  ��

８

　　　　　　� �\  �
�

�
�のとき　�� �[  

�

�

　ゆえに，①�から　　[ ��，�[��\ �

T　双曲線� �[ �� �\  ��の頂点の���つは�� 
��，� �であるから，点�� 
��，� �を通り

　[�軸に垂直な直線�[ ���は接線である。

　もう���つの接線は，[�軸に垂直でないから，その方程式を��\�� P�[ 
�� ��すなわち

　�\ P[��P����……�①��とおく。①�を双曲線の方程式��
�[ �� �\  ���……�②��に代入

　すると　　　　 �[ �� �
� 
��P[ �P �  �

　整理すると　　�� 
�� �P �[ ��P��P 
�� [����
�P ��P 
��  �　……�③

　直線�①�が双曲線�②�に接するための条件は���� �P 
��で，このとき���次方程式�③

　の判別式を�'�とすると　　' �

　ゆえに　　
'

�
 �

� ���P� 
��P � ��� 
�� �P ･�����
�P ��P �
��  �

　整理すると　　���P 
��  �　　　よって　　P �
�

�

　これは���� �P 
��を満たす。　　　ゆえに，①�から　　�[��\ �

　以上から　　[ ��，�[��\ �

\ �[�N��……�①，
�[ �� �\  ���……�②�とする。９

①�を�②�に代入して整理すると　　�� �[ ���N[���
�N 
��  �　……�③

���　[�の���次方程式�③�の判別式を�'�とすると，異なる���点で交わるための条件は　

　'!�

　ここで　　
'

�
 �

� 
�N ��･���
�N 
��  ���

�N 
��� 　　　ゆえに　　���
�N 
��� !�

　よって　　�N 
�(�� �N 
�(�� ��　　　　したがって　　�(�� �N�(��
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0�� 
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���　��点�3，4�の�[�座標をそれぞれ� �[ ， �[ �とすると，

　 �[ ， �[ �は���次方程式�③�の解であるから，解と係数の

　関係により　　 �[ � �[  �
��N

��

　0�� 
[，\ �とすると　[ 
��[ �[

�
 �

�N

��
　……�④

　このとき　\ �[�N �･� ��
�N

��
�N 

N

��
　……�⑤

　④�から　　N �
��

�
[

　これを�⑤�に代入して　　\ �
�

�
[

　また，����から　　�(�� ��
��

�
[�(��　　　　よって　　�

�(��
��

�[�
�(��
��

　したがって，求める軌跡は　　直線�\ �
�

�
[�の��

�(��
��

�[�
�(��
��

�の部分

���　3)�3)��は楕円上の点�3�から���つの焦点�)，)��までの距離の和であるから10

　　　　　　3)�3)� ��� ��

���　3�� 
[，\，[!�，\!��とする。 �23  �[ � �\  �D �であるから

　　　　　　 �3) � �3)�  �
� 
�[ � � �\ � �

� 
�[ � � �\  ��
�[ 
� �\ ��� � �D ���

　また， �
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�3) 3)�  �3) ��3)･3)��

�3)� �であるから

　　　　　　�3)･3)� 
�
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�3) 3)� ��
�3) 
� �3)�  ��� ���

�D 
���  ���� �D

　よって　　3)･3)� ���
�D

���　△3))��において，余弦定理から　　 �))�  �3) � �3)� ��3)･3)�FRV
S

�

　ゆえに，����の結果と�))� ��から　　 ��  � �D �������� 
� �D ･
�

�

　よって　　 �D  ��　　　D!��であるから　　D (��
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①

②

③

�

�

�

求める距離�34�の最小値は，直線�[��\ ���……�①

と平行で，楕円� �[ �� �\  ���……�②�に第���象限で接

する直線�[��\�N ���……�③�と直線�①�との距離に

等しい。③�から　　�\ �[�N

これを�②�に代入して整理すると

　　　� �[ ��N[� �N �� �

判別式を�'�とすると，直線�③�が楕円�②�に接するため

の条件は　　　　' �

ここで　　
'

�
 �N ���

�N 
��  � �N ��
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ゆえに，� �N �� ��から　　N ��(�

直線�③�が楕円�②�に第���象限で接するとき，N���であるから　　N ��(�

よって，求める最小値は，直線�[��\��(�  ��と直線�①�上の点���，���との距離に等



しいから　　
��� ･� � �(�

( ��� ��
 
�� �(�

(�
 

��(� �(��
�

[�

�\

�2

①

$�&

�� �

' �� %

> @�� �[ � �\  �　……�①　とおく。

� �� 　D ���のとき，��本の接線が直交するのは，点

　$���，��，%���，���，&����，��，'����，����から

　それぞれ引いたときである。すなわち，��点�$，%，

　&，'�は求める軌跡の一部である。
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[�

�\

�2

①
�

�� �

��

> @

3�� 
D，E

�� �� 　D
���のとき，点�3�を通る直線の方程式を

　　　　　　\�E P�[ 
�D

　すなわち　\ P[�E�PD　……�②　とおく。

　②�を�①�に代入して整理すると

　　�� 
� �P �[ ��P�E 
�PD [� �
� 
�E PD �� �

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　……�③

　直線�②�が楕円�①�に接するとき，[�の���次方程式�

　③�の判別式を�'�とすると

　　　　　　　　��' �

　ゆえに　　
'

�
 �P �

� 
�E PD ��� 
� �P ･�
�

� 
�E PD ���  �

　よって　　���
�

� 
�E PD �� �� �P  �

　すなわち　　�� 
� �D �P ��DEP� �E �� �　……�④

　�� �D 
��であるから，P�の���次方程式�④�の���つの解を� �P ， �P �とすると，点�3�か

　ら楕円�①�に引いた���本の接線の傾きは� �P ， �P �で与えられる。

　��本の接線が直交するための条件は　　 �P �P  ��

　④�において，解と係数の関係から　　�� �P �P  
�� �E �

�� �D

　よって　　
�� �E �

�� �D
 ��　　　　ゆえに　　 �D � �E  �，D
��

ここで，��点�$，%，&，'�は�円� �[ � �\  ��に含まれる。

すなわち，点�3�は円� �[ � �\  ��上にある。

逆に，この円上のすべての点�3�� 
[，\ �は，条件を満たす。

したがって，求める軌跡は　　円� �[ � �\  �



[�

�\

�2

�D

��D ��E

��D

�D

) 3

4

&

　点�3�は線分�)4�の垂直二等分線上にあるから

　　　　　　)3 43

　ゆえに　　)3�32 43�32 42 �D

　よって，線分の長さの和�)3�32�は点�4�の位置に

　は無関係に一定���D��である。

　したがって，��点�)，2�から点�3�までの距離の和が��D

　�一定��であるから，点�3�の軌跡は�)，2�を焦点とする

　楕円である。この楕円の中心は線分�)2�の中点�� 
�E，�

　で，長軸の長さは���焦点からの距離の和��D�に等しい。
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　さらに，短軸の長さを��F�とおくと，焦点間の距離は��( ��D �F �で，これは��E�に等し

　いから　　( ��D �F  E　　　よって　　  �F ��D �E

　以上から，点�3�の軌跡の方程式は　　  �
�

� 
�[ E
�D

�\

��D �E
�

( ��� �  ��であるから　　)�� 
�，�14

双曲線上の任意の点を�3�� 
[，\ �とする。

3�から直線�[ N�に下ろした垂線を�3+�とすると，次の等式が成り立つ。

　　　　　　　　3)：3+ H：�

よって　　( ��� 
�[ � �\ ： [�N H：�

したがって　　( ��� 
�[ � �\  H [�N

両辺を���乗すると　　 �
� 
�[ � � �\  �H �

� 
�[ N 　……�①

ここで，3�� 
[，\ �は双曲線上の点であるから　　
�[

��
�

�\

�
 �

よって　　 �\  ��
�[

�� ���

これを�①�に代入すると　　 �
� 
�[ � ���

�[

�� ���  �H �
� 
�[ N

[�について整理すると　　���
�H 
��� �[ ����

�H N 
�� [����
�H �N 
���  �

この等式は，双曲線上の任意の点�3�� 
[，\ �について成り立つ，すなわち�[���，��[

であるすべての実数�[�について成り立つから

　　　　　　　　　"
 ��� �H �� �　　�……�②

 ��H N � ���������　�……�③

 ��H �N �� �　　�……�④

②�から　　 �H  
��

��
　　　　H!��から　　H 

�

�

これを�③�に代入して�N�を求めると　　N 
��

�
　　　これらは�④�も満たす。

したがって　���N 
��

�
，H 

�

�


