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前回はこちらの都合で休講でした。すみません！
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%$6,&＋67$1'$5'問題
��辺の長さが�D，D��，���D�の三角形がある。このとき，D�の値の範囲を求めよ。１

また，この三角形が直角三角形となるとき，D�の値を求めよ。

次の図において，[，\�の値を求めよ。２
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下の図で，$% �，%& �，&$ ��であり，$'�は��%$&�の二等分線，$(�は３

�%$&�の外角の二等分線である。

$

% &' (

%'�の長さと�%(�の長さをそれぞれ求めよ。

下の図において，点�+�は��$%&�の垂心である。角�D，E�を求めよ。４
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��� ���右の図で，点�2�は�△$%&�の外心，

点�,�は�△$%&�の内心である。D�を求

めよ。
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右の図において，点�*�は�△$%&�の重心であり，

'(6%&�である。このとき，[，\�の値を求めよ。

６

△$%&�の辺�$%，$&�上にそれぞれ点�5，4�があり，$5：5% �：�，７

$4：4& �：��である。線分�%4�と�&5�の交点を�2，直線�$2�と辺�%&�の交点を�3�と

するとき，次の比を求めよ。

���　%3：3&　　　　　　���　$2：23　　　　　　���　△$%&：△2%&

次の図において，直線�$7�は点�$�で円�2�に接している。[�と�\�を求めよ。８
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次の図において，角�[�の大きさを求めよ。９
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下の図において，[�の値を求めよ。2�は円の中心とする。10
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���FP

�����FP
右の図のように，中心間の距離が����FP，共通外

接線の長さが����FP，共通内接線の長さが���FP

である���つの円�2，2 ��がある。

この���つの円の半径を，それぞれ求めよ。

11

��辺の長さが�D，E，F�の直角三角形の外接円の半径が�
�

�
，内接円の半径が�

�

�
�のとき，12

次の問いに答えよ。ただし，D�E�F�とする。

���　D�の値を求めよ。

���　E�と�F�の値を求めよ。
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実戦問題
$% �，%& [，$& ��[�であるような�△$%&�がある。13

���　[�の値の範囲を求めよ。

���　△$%&�が鋭角三角形であるような�[�の値の範囲を求めよ。

鋭角三角形�$%&�において，$% ��とする。辺�$&�を��：��に内分する点を�'�とし，辺�14

%&�を��：��に内分する点を�(�とする。このとき，��点�'，(�を通る直線�@と���点�$，%�

を通る直線の交点を�3�とすると，$3 
ア

�である。また，直線�@と三角形�$%&�の

外接円との���つの交点のうち�3�に近い方の交点を�4�とし，他の交点を�5�とする。このと

き，34 ��ならば，45 
イ

�である。
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$% $&�である二等辺三角形�$%&�の内接円

の中心を�,�とし，内接円と辺�%&�の接点を�'�

とする。辺�%$�の延長と点�(�で，辺�%&�の延

長と点�)�で接し，辺�$&�と接する��%�内の円

の中心を�*�とする。

���　$' *)�となることを証明せよ。

���　$% �，%' ��のとき，,*�の長さを求

　めよ。

15

�& ， �& ， �& �は，半径がそれぞれ�D，D，�D�の円とする．いま，半径���の円�&�にこれらが16

内接していて， �& ， �& ， �& �は互いに外接しているとき，D�の値を求めよ．

（出典�����常総学院高）17

図のように，$% ��FP，%& ��FP，&$ ��FP�である長方形�$%&'�を直線�O�に沿

って，滑ることなくちょうど���回転するまで転がす。

O
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頂点�%�が動いた跡の線の長さは�
ア

S�FP�であり，頂点�%�が動いた跡の線と直線�O�と

で囲まれた部分の面積は�
イ

� �FP �である。ただし，S�は円周率とする。
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�前半�　��辺の長さが�D，D��，���D�の三角形が存在するための条件は１

　　　　　　　D��D �� ����D�D��D ��

　すなわち　　�����D��D��

　�����D�から　　D���　　　　　　���D��D���から　　D!��

　よって，求める�D�の値の範囲は　　���D���　……�①

�後半�　D!D���であるから，直角三角形となるのは次の�>�@，>�@�のどちらかである。

　>�@　長さ�D�の辺が斜辺になる場合

　　三平方の定理から　　 �
� �D � � �

� ��� D  �D

　　整理すると　　　 �D ����D����� �

　　　　　　　　　　�D ��� �D ���  �

　　これを解くと　　D ��，��　　　　　　①�を満たすのは　　D ��

　>�@　長さ����D�の辺が斜辺になる場合

　　三平方の定理から　　 �
� �D � � �D  �

� ��� D

　　整理すると　　　 �D ���D����� �

　　　　　　　　　　�D ��� �D ����  �

　　これを解くと　　D ��，����　　　　①�を満たすのは　　D ��

　したがって，求める�D�の値は　　D ��，��

���　346%&�であるから２

　　　　　$3：$% 34：%&　……�①，　$4：$& 34：%&　……�②

　①�から　　[：�[ ��  �：�　　　　ゆえに　　�[ ��[ �� 　　　　よって　[ �

　②�から　　���：\ �：�　　　　　��ゆえに　　�\ ��　　　　　　�よって　\ ��

���　346%&�であるから

　　　　　$3：$% $4：$&　……�①，　34：%& $4：$&　……�②

　①�から　　���：[ �：�　　　　ゆえに　　�[ ��　　　　よって　[ ���

　②�から　　�：\ �：�　　　　���ゆえに　　�\ ��　　　　よって　\ ���
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���　点�$�を通り，')�に平行な直線を引き，P，Q�との

　交点をそれぞれ�3，4�とする。

　%36&4�であるから

　　　　　　$%：%& $3：34　……�①

　また，四角形�$3('，34)(�は，ともに���組の対辺

　が平行であるから平行四辺形である。

　よって　　$3 '( �，34 () �

　ゆえに，①�から　　�：[ �：�

　よって　　�[ ��　　　ゆえに　[ ����

%'�の長さを�[�とおく。３

$%���$& %'���'&�が成り立つから　　����� [����� �[
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　よって　　�[ ��� �[ 　　　ゆえに　　[ 
�

�

　また，%(�の長さを�\�とおく。

　$%���$& %(���(&�が成り立つから�　　����� \����\ ��

　よって　　�\ ��\ �� 　　　ゆえに　　\ �

　したがって　　%' 
�

�
，%( �

$

% &

���

D E

+
'

(

���　線分�%+�の延長と辺�$&�の交点を�'，線分�&+�の延長

　と辺�$%�の交点を�(�とする。

　+�は��$%&�の垂心であるから

　　　　　　�$'% ���，�$(& ���

　�$%'�の内角の和は������であるから

　　　　　　D�������� ����

　よって　　D ���

　また，�%+& �%(+��(%+�であるから

４

　　　　　　E ������� ����

���D

E

+

$

% &(

'

���　線分�$+�の延長と辺�%&�の交点を�(�とする。

　+�は��$%&�の垂心であるから

　　　　　　�%'& ���，�$(% ���

　�%'&�の内角の和は������であるから

　　　　　　D�������� ����

　よって　　D ���

　また，�$+' �%+(�であり，�%+(�の内角の和は

　�����であるから

　　　　　　��������E ����

　よって　　E ���

����

���

D

2

% &

$

���

���

D

���　2% 2&�であるから

　　　�2%& �2&% ����� ����� 	� ���

　よって　　�$%2 ������� ���

　2�と�$�を結ぶと，2$ 2%�であるから

　　　　　　�2$% �$%2 ���

　ゆえに　　�%2$ ���������� ���

　よって　　�$2& �������� ���

　また，2$ 2&�であるから　�2$& �2&$ D

５

　したがって　　D ����� ���� 	� ���
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% &

���　△,%&�において

　　　�,%&��,&% ��������� ���　……�①

　%,�は��%�の二等分線であるから

　　　�% ��,%&　　　　……�②

　&,�は��&�の二等分線であるから

　　　�& ��,&%　　　　……�③

　よって　　　　�D �������% ��&

　②，③�を代入して

　　　　　　　　�D ��������,%& ���,&%

　　　　　　　　��� ��������,%& ��,&%

　①�を代入して　D ���������� ���

重心�*�は中線�$)�を��：��に内分するから�������������[ �����６

よって　　�[ ��　　　　　���したがって　　[ �

また，)�は辺�%&�の中点であるから　　)& %) �

*(6)&�であるから　　*(：)& $*：$) �：�

よって　　\：� �：�　　　　ゆえに　　�\ ��　　　　したがって　　\ �

2

3

�

�

�

�

$

% &

5

4

���　△$%&�と点�2�にチェバの定理を用いると

　　　　　　
%3

3&
･
&4

4$
･
$5

5%
 �

　よって　　
%3

3&
･
�

�
･
�

�
 �　　　ゆえに　

%3

3&
 
�

��

　したがって　　%3：3& �：��

���　△$%3�と直線�5&�にメネラウスの定理を用いると

　　　　　　
$2

23
･
3&

&%
･
%5

5$
 �

７

　ここで，����の結果から　��3&：&% ��：��

　よって　　
$2

23
･
��

��
･
�

�
 �　　　ゆえに　

$2

23
 
��

�

　したがって　　$2：23 ��：�

���　辺�%&�は�△$%&�と�△2%&�の共通の底辺であるから

　　　　　　△$%&：△2%& $3：23

　�����の結果から　　$3：23 ��：�

　したがって　　△$%&：△2%& ��：�
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���　右の図において，接線と弦の作る角により

　　　　[ �$&% ���

　　　　\ �&$7� ���

���　接線と弦の作る角により　　�$'% �%$7 [

　また，円周角の定理により　　�'$& �'%& ���

　よって，△$'(�において

　　　　[ �������'$( ��'($

　　　　�� ��������� �����  ���

���　右の図において，接線と弦の作る角により

　　　　[ �&$7� ���　……�①

　$% %&�であるから　　�%&$ �&$% \

　よって，△$%&�において　　[�\�\ ����

　これと�①�から　　�����\ ����

　したがって　　\ ���

８

���　�%$& �%'&��� �����から，弧�%&�に対する円周角が等しいので，四角形�$%&'９

　は円に内接する。よって　[ �$'% �$&% ���

���　四角形�$%&'�は円に内接しているので，�$'& �(%& ���

　よって，△$('�において　[�������� ����

　したがって　[ ���

���　方べきの定理から　　3$･3% 3&･3'　　すなわち　　�[ �� ･� �･�10

　整理して　　�[ ��　　　　よって　　[ 
��

�

���　&2�は円�2�の半径であるから　　&2 �　　　　よって　　3& [��

　方べきの定理から　　3$･3% 3&･3'　　すなわち　　�･�� ��  �[ �� �[ ��

　整理して　　 �[  ��　　　　[!��であるから　　[ (��

���　方べきの定理から　　3$･3% 
�37 　　すなわち　　��� �[  ���

　整理して　　�[ ��　　　　よって　　[ ��
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5

円�2�の半径を�5�FP，円�2��の半径を�U�FP���5!U��とする。

円�2，2��と共通外接線との接点を，それぞれ�$，

%�とする。

2��から�2$�に引いた垂線を�2�+�とすると，

�$ �% ����であるから

　　　　　+2 � $% �����FP�

　　　　　$+ %2 � U���FP�

11

よって　　2+ 2$�$+ 5�U���FP�

△22�+�において，�+ ����であるから　　 �2+ � �+2 �  �22 �

すなわち　　 �
� �5 U � ���  ���

ゆえに　　　 �
� �5 U  ��

5�U!��であるから　　5�U �　……�①

2

2�
�5

U'

.

&

��

円�2，2��と共通内接線との接点を，それぞれ�&，

'�とする。

2�から�2�'�の延長に引いた垂線を�2.�とすると，

�& �' ����であるから

　　　　　2. &' ����FP�

　　　　　.' 2& 5���FP�

よって　　.2� .'�'2 � 5�U���FP�

△2�2.�において，�. ����であるから　　 �2. � �.2�  �22 �

すなわち　　 �� � �
� �5 U  ���

ゆえに　　　 �
� �5 U  ��

5�U!��であるから　　5�U �(��　……�②

①�②�から　　�5 �(�� ��　　　よって　　5 (�� �
�

�
���FP�

②�①�から　　�U �(�� ��　　　�よって　　U (�� �
�

�
���FP�

$ %

&

F

(
)

'

E D

���　D�E�F�であるから，直角三角形の斜辺の長さは�D

　である。直角三角形の斜辺の長さは外接円の直径の長

　さと等しいから

　　　　　　D ��
�

�
 �

���　直角三角形を右の図のように�△$%&�と表し，内接円

　との接点を�'，(，)�と定める。

　$( 
�

�
，$) 

�

�
�であるから

12
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　　　　%' %) F�
�

�
，

　　　　&' &( E�
�

�

　%'�&' %&�であるから　　E�F�� �

　よって　　　　　　　　　　　E�F �　　�……�①

　また，三平方の定理から　　　 �E � �F  �� 　……�②

　①，②�から，F�を消去して　　 �E � �
� �� E  �

　ゆえに　　　　　　　　　　　� �E ��E�� �

　よって　　　　　　　�E 
�� (�
�

　このとき，①�から　　F 
3� (�
�

���上の�E�と複号同順�

　E�F�であるから　　����E 
�� (�
�

，F 
�� (�
�

���　�，[，��[�が三角形の���辺の長さとなるための条件は，次の���つの不等式が同時に13

　成り立つことである。

　　　　　　　��[!��[　���……�①

　　　　　　　[��� �[ !�　……�②

　　　　　　　�� �[ ��![　……�③

　①�を解くと　　[!�　　

　②�は，�!��となり常に成り立つ。

　③�を解くと　　[��

　よって，求める�[�の値の範囲は　　��[��　……�④

���　△$%&�が鋭角三角形となるための条件は，④�および次の���つの不等式が同時に成り

　立つことである。

　　　　　　 �� � �[ � �
� �� [ 　……�⑤

　　　　　　 �[ � �
� �� [ � �� 　……�⑥

　　　　　　 �
� �� [ � �[ � �� 　……�⑦

　⑤�から　　��
�[ ��[ �� !�

　 �[ ��[�� �
� �[ � ��!��であるから，⑤�は常に成り立つ。

　⑥�から　　�[�����　　��よって　[�
�

�
　……�⑥�

　⑦�から　　�[���!�　　��よって　[!
�

�
　……�⑦�

　④，⑥�，⑦��の共通範囲を求めて　　
�

�
�[�

�

�
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5
@

�

�

��

△$%&�と直線�3(�にメネラウスの定理を用いると

　　
%3

3$
･
$'

'&
･
&(

(%
 �　すなわち　

%3

3$
･
�

�
･
�

�
 �

ゆえに，
%3

3$
 ��から　　%3：3$ �：�

よって，$%：$3 �：��であり，$% ��であるから

　　　　　　　　$3 ア�

方べきの定理により　　3$･3% 34･35

すなわち　　�･�� �･�� �45

よって　　　45 イ��

14

$

% &'

(

)

*

,

���　$'�は��%$&�の二等分線であるから，

　�'$% D�とおくと　�'$& D

　また，$(，$&�は円�*�の接線であるから，

　�($* E �とおくと　�&$* E

　ここで，

　　�%$'��'$&��&$*��*$( �����

　であるから　D�D�E�E ����

　よって　　　D�E ���

　すなわち

　　�'$* �'$&��&$* ���　……�①

15

　また　�$') ���，�*)' ���　�……�②

　よって，①，②�より，四角形�$')*�は長方形である。

　したがって　$' *)

$

% &'

(

)

*

,

�

�

���　$' ( ��$% �%'  ( ��� ��  �(��

　%,�は��$%'�の二等分線であるから

　　　　　$,：,' $%：%' �：�

　よって　$, 
�

��
$' 

�

��
��(��  

�(��
�

　����より，四角形�$')*�は長方形であるから

　　　　　　　$*6%)

　ゆえに　�$*% �*%)

　また　　�$%* �*%)

　よって　�$*% �$%*

　したがって，△$%*�は二等辺三角形であるから　$* $% �

　△$,*�において，三平方の定理により

　　　　　,* ( ��$, �$*  ) �
�

� �
�(��
�

��  
�(��
�
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�D

���D

�D

�2�2

��D

D
D D

D

&

�&
�&

�&

�D

�2
2

+

円�&， �& ， �& ， �& �の中心をそれぞれ�2， �2 ， �2 ， �2 �

とし，��円� �& ， �& �の接点を�+�とする．

このとき　 �22  ��D， �2 �2  D��D �D

�△22 +�において，三平方の定理から

　2+ ( ��� �� D �D  ( �� �D

　また　 �22  ���D

�△2 �2 +�において，三平方の定理から

　 �2 + ( ��� �D
�D  �(� D

16

2+� �22  �2 +�であるから　�( �� �D ��� ��D  �(� D

ゆえに　( �� �D  ��� �(� D���……�①

①�の左辺の根号内が���以上であることから　��D�
�

�

①�の右辺が���以上であることから　D�
�

�� �� (�
 

�(� �

�

よって　
�(� �

�
�D�

�

�
�……�②

①�の両辺を平方し，整理すると　���� ��(�
�D  �� ��(� D

D!��であるから　��� ��(� D ���(�

よって　D 
�� �(�

�� �� �(�
 � �� �(� � �� �(�

�� �� �(� � �� �(�
 

��(� �

�

これは�②�を満たす．

求める長さは，下の図の���つの弧の長さの和であるから17

　　　　�S���
��

���
��S���

��

���
��S���

��

���

　　　　 �S��FP�

求める面積は，��つのおうぎ形と長方形���個分であるから

　　　　S� �� �
��

���
�S� �� �

��

���
�S� �� �

��

���
����

　　　　 
��

�
S����� 

�FP
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%$6,&＋6WDQGDUG問題
������と�������の最大公約数を求めよ。１

次の方程式の整数解をすべて求めよ。２

���　��[���\ �　　　　　　　　　　　　���　���[���\ �

����方程式�[\��[��\ ��の整数解をすべて求めよ。３

����方程式��[\��[�\ ��を満たす���つの整数�[，\�の組をすべて求めよ。

Q�は自然数とする。 �Q ���Q�����が素数となるような�Q�をすべて求めよ。４

���������の正の約数の個数を求めよ。５

���������の正の約数の総和を求めよ。

Q�を正の整数とする。1 ����Q �とすると，(1 �が整数になるような最小の�Q�の値を求６

めよ。

 ������ �[ �[\ �\ �[ �\ � ��を満たす整数の組�� [，\ �を求めよ．７

次の等式を満たす自然数�[，\，]�の組をすべて求めよ。８

���　[\] [�\�]　�[�\ �]

���　
�

[
�
�

�\
�
�

�]
 
�

�
　�[�\ �]

実戦問題
��

��
，
��

��
�のいずれに掛けても積が自然数となる分数のうち，最も小さいものを求めよ。９

方程式�  ���[ ���\ ���を満たす整数解�[��\�をすべて求めよ．10

次の等式を満たす自然数�[，\，]�の組をすべて求めよ。11

　　　　　　
�

[
�
�

\
�
�

]
 �

自然数�1�を���進法で表すと���桁の数�
� ��

DEF �になり，��進法で表すと���桁の数�
� ��

FDE �になる12

という。D，E，F�を求めよ。また，1�を����進法で表せ。

�����を素因数分解すると， D� ･
E� ･

F� ･
��� ･

��� ･
��� �……�となる。D，E，F�の値を求めよ。13

素数�S，T，U�に対して�� �S TU��� �S �T U��� �ST U �������が成り立つとき，�S，T，U�の値14

を求めよ。

数学①　第５回試練　整数問題　　　　　���� �����



S　���１

S　N�は整数とする。２

　　　���　[ ��N���，\ ���N���　　���　[ ��N���，\ ���N���

S　� [，\  � ��，�� ，� ��，�� ，� �，� ，� ��，�� ，� ��，� ，� ���，�３

S　� [，\  ���， �� ，� �，�

S　Q �，��４

S　���　��　　���　����５

S　���６

S　  � [，\ � �，�� ，� �，��７

S　���　� [，\，]  � �，�，� 　　���　� [，\，]  � �，�，�８

S　
���

�
９

S　  [ ���� ���W��  \ �� ��W��W�は整数��10

S　� [，\，]  � �，�，� ，� �，�，� ，� �，�，� ，� �，�，� ，� �，�，� ，� �，�，� ，11

　　　　　　　　��� �，�，� ，� �，�，� ，� �，�，� ，� �，�，�

S　D �，E �，F �；1 ��12

S　D ��，E ��，F ��13

S　�ア�　�　　�イ�　�　　�ウ�　��14
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����

　����� �����･������

　����� ����･������

　������ ����･�����

　������ ���･�����

１

　　��� ���･���

よって，最大公約数は　���

���　　　　　　��[���\ �　　　　　　��……�①２

　[ ��，\ ���は，��[���\ ��の整数解の��つである。

　よって　　　��･�����･� ��  �

　両辺に���を掛けると

　　　　　　　��･�����･� ���  �　　���……�②

　①－②�から������[ ��� ����\ ���  �　……�③

　���と����は互いに素であるから，③�のすべての整数解は　

　　　　　　　[��� ��N，\��� ���N���N�は整数�

　したがって，①�のすべての整数解は

　　　　　　　[ ��N���，\ ���N������N�は整数�

U��　���と����に互除法を用いると

　�� ��･����　　移項すると　�� �����･�

　�� ��･���　　��移項すると　� �����･�

　�� �･���　　����移項すると　� ����･�

　� �･���　　　��移項すると　� ���･�

　よって　� ���･� ������� ･� ･�

　　　　　�� �･����･� ������ ･� ･����･�

　　　　　�� ��･����･� ��･�������� ･� ･�

　　　　　�� ��･�����･� ��

U��　D ��，E ���とおく。

　�� �����･��より　�� E�D･� ��D�E

　� �����･��より　���� D����D �E ･�

　　　　　　　　　　　� �D��E

　� ����･��より　　�� ���D �E ���D ��E

　　　　　　　　　　　� ���D��E

　� ���･��より　　���� ��D ��E �����D ��E

　　　　　　　　　　　� ��D��E

　よって，��D��E ��より　��･�����･� ��  �

���　　　　　　���[���\ �　　　　　　�……�①

　[ ��，\ ����は，���[���\ ��の整数解の���つである。
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　よって　　　���･� �� ���･� ���  �

　両辺に���を掛けると

　　　　　　　���･� ��� ���･� ���  �　……�②

　①－②�から�������[ ��� ����\ ���  �　……�③

　����と����は互いに素であるから，③�のすべての整数解は

　　　　　　　[��� ��N，\��� ���N　�N�は整数�

　したがって，①�のすべての整数解は

　　　　　　　[ ��N���，\ ���N���　�N�は整数�

U��　����と����に互除法を用いると

　��� ��･����　　移項すると　�� ������･�

　�� ��･����　　��移項すると　�� �����･�

　�� ��･���　　　移項すると　� �����･�

　�� �･���　　　��移項すると　� ����･�

　よって　� ����･� ��������� ･� ･�

　　　　　�� ��･����･� ������ ･� ･����･�

　　　　　�� ��･����･� ��･��������� ･� ･�

　　　　　�� ���･� �� ���･� ���

U��　D ���，E ���とおく。

　�� ������･��より　�� D�E

　�� �����･��より　���� E��D �E ･�

　　　　　　　　　　　　� ��D��E

　� �����･��より　　� �D �E ����D ��E

　　　　　　　　　　　��� �D��E

　� ����･��より　�　�� ���D ��E ���D ��E ･�

　　　　　　　　　　�　�� ��D���E

　よって，��D���E ��より　���･� �� ���･� ���  �

[\��[��\ �[ �� �\ �� ����であるから，方程式�[\��[��\ ��を変形すると３

　　　�[ �� �\ �� ��� �　　　　すなわち　　�[ �� �\ ��  ��

[，\�は整数であるから，[��，\���はともに整数である。

積が����になる整数�[��，\���の組�は

　　　�[��，\ ��  ��， �� ，��， �� ，��， �� ，� ��，� ，� ��，� ，� ��，�

よって，求める整数解は

　　　� [，\  � ��，�� ，� ��，�� ，� �，� ，� ��，�� ，� ��，� ，� ���，�

�[\��[�\ ��から　　��[ �� �\ ��  �

[�は整数であるから，�[���は���で割ると���余る整数である。

よって　　��[��，\ ��  ���， �� ，� �，�
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したがって　　� [，\  ���， �� ，� �，�

　　　 �Q ���Q���� �Q �� �Q ��� 　または　 �Q ���Q���� �� �Q ��� �Q４

Q��!Q���，��Q����Q �であるから， �Q ���Q�����が素数であるとき

　　　Q��� �　または　��Q �

Q��� ��より　�Q ��，　　��Q ��より　　Q �

Q ���のとき　��� �Q ���Q���� ��･� ��　�素数�

Q ��のとき　　� �Q ���Q���� �･�� ��　�素数�

よって，求める自然数�Q�は　　Q �，��

�����を素因数分解すると　���� �� ･�･
��５

よって，�����のすべての正の約数は�������
�� � �� �� �� ���� � �� �を展開したときの

項として���つずつ出てくる。

���　�����の正の約数の個数は　�� �� �� �� �� ��  ����� �����個�

���　�����の正の約数の和は

　　　　　�����
�� � �� �� �� ���� � ��  ������ �� �� �� ���� ���

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　� ������� ����

�����を素因数分解すると　　���� �･
�� ･�･�６

�����に��･�･�･��を掛けると， �� ･
�� ･

�� ･
�� �すなわち� �

� ･･･�
�� � � �になる。

よって，Q�の最小値は　　Q �･�･�･� ���

左辺を�\�について整理すると　  �����\ �� �[ � \ � �[ �[ � ��……�①７

\�は整数であるから，判別式�'�について， �' ��であることが必要．

 
'

�
��� �[ � � ��� �[ �[ � ��

すなわち　 ���� �[ �[ � �

よって　 �� ��[ � � ��[ � �

ゆえに　 �
�

�
�[
�

�
　　これを満たす整数�[�は　  [ �

このとき，①�は　  ���\ �\ � �

ゆえに　  � �\ � � �\ � �　　よって　  \ ��，��

したがって　  � [，\ � �，�� ，� �，��

���　[�\�] �であるから　　[\] [�\�]�]�]�] �]８

　よって，[\]��] �の両辺を正の数�]�で割ると　　[\��

　これを満たす�[�\�である自然数�[，\�の組は　　[ �，\ �

　このとき，与えられた等式は　　�] ����]

　よって　　　　] �

　このとき，\�] �を満たす。

　したがって　　� [，\，]  � �，�，�
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���　��[�\�] �であるから　　　
�

]
�
�

\
�
�

[
　���……�①

　よって　　
�

�
 
�

[
�
�

�\
�
�

�]
�
�

[
�
�

�[
�
�

�[
 
��

�[

　したがって　　[�
��

�

　[�は自然数であるから　　[ �

　このとき，与えられた等式は　　
�

�\
�
�

�]
 
�

�
　……�②

　①�から　　
�

�
 
�

�\
�
�

�]
�
�

�\
�
�

�\
 
�

�\

　したがって　　\�
�

�

　\�は自然数で，� [�\�であるから　　\ �，�

　\ ��のとき，②�から　　
�

�]
 �

�

�

　これを満たす自然数�]�はない。

　\ ��のとき，②�から　　
�

�]
 
�

��

　よって　　] �　�\�] �を満たす�

　したがって　　� [，\，]  � �，�，�

求める分数を�
D

E
��D，E�は互いに素である自然数��とする。９

��

��
�

D

E
�は自然数となるから　　D�は����の倍数，E�は����の約数　……�①

��

��
�

D

E
�は自然数となるから　　D�は����の倍数，E�は����の約数　……�②

求める分数�
D

E
�を最小にするには，D�を最小にし，E�を最大にするとよい。

①，②�から

　　　　　D�は����と����の最小公倍数，E�は����と����の最大公約数

とすればよい。

よって　　D ���，E �

したがって，求める分数は　　
���

�

方程式を変形して　  ��[ ��� �� �\10

���と����は互いに素であるから，  [ ��V��V�は整数��とおける．ゆえに　  ��V �� �\
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よって　  �\  �� ��V �� �� V ��V

ここで，  �V � �W��W�は整数��とおけるから�  \  �W �V  �W �� ��W � �� ��W

したがって　  [  ��V  ��� ��W � ���� ���W��W�は整数�

[，\，]�を入れ替えても，もとの式と変わらない。11

[，\，]�は自然数であるから，��[�\�]　……�①�と仮定する。

　　　　
�

]
�
�

\
�
�

[
　……�②

よって　� 
�

[
�
�

\
�
�

]

　　　　���
�

[
�
�

[
�
�

[
 
�

[

ゆえに　[��

[�は自然数であるから　[ �，�，�

>�@　[ ��のとき

　与式から，
�

\
�
�

]
 ��となり，これを満たす自然数�\，]�はない。

>�@　[ ��のとき

　与式から　
�

\
�
�

]
 
�

�
　……�③

　②�から　
�

�
 
�

\
�
�

]
�
�

\
�
�

\
 
�

\

　ゆえに　\��

　\�は自然数で�� [�\�であるから　\ �，�，�

　\ ��のとき　③�から　
�

]
 �　　これを満たす自然数�]�はない。

　\ ��のとき　③�から　
�

]
 
�

�
　　よって　] �　�\�] �を満たす�

　\ ��のとき　③�から　
�

]
 
�

�
　　よって　] �　�\�] �を満たす�

>�@　[ ��のとき

　与式から　
�

\
�
�

]
 
�

�
　……�④

　②�から　
�

�
 
�

\
�
�

]
�
�

\
�
�

\
 
�

\

　ゆえに　\��

　\�は自然数で，� [�\�であるから　\ �

　このとき�④�から　
�

]
 
�

�
　　よって　] �　�\�] �を満たす�

以上から　� [，\，]  � �，�，� ，� �，�，� ，� �，�，�
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よって，①�の条件をはずして考えると，求める�[，\，]�の組は

　　� �，�，� ，� �，�，� ，� �，�，� ，� �，�，� ，� �，�，� ，� �，�，� ，� �，�，� ，

　　� �，�，� ，� �，�，� ，� �，�，�

� ��
DEF �は���桁の���進数であるから　　��D��，��E��，��F��12

� ��
FDE �は���桁の���進数であるから　　��F��，��D��，��E��

よって　　��D��，��E��，��F��　……�①

1�を����進法で表すと

　　　1 
� ��

DEF  D･
�� �E･

�� �F･
��  ��D��E�F

　　　1 
� ��

FDE  F･
�� �D･

�� �E･
��  ��F��D�E

よって　　　　��D��E�F ��F��D�E

整理すると　　�D��E ��F　……�②

ここで，①�から

　　　　　��F �D��E��･���･� ��

ゆえに　　F�
��

�
 ���……

よって，①�から　　F �

②�に代入すると　　�D��E ��

これと�①�を満たす整数�D，E�は　　D �，E �

したがって　　D �，E �，F �

また　　1 ��･���･��� ��

��から�����までの自然数うち13

　��の倍数の個数は，����を���で割った商で　　�����

　 �� �の倍数の個数は，����を� �� �で割った商で　　��

　 �� �の倍数の個数は，����を� �� �で割った商で　　��

　 �� �の倍数の個数は，����を� �� �で割った商で　　�

　 �� �の倍数の個数は，����を� �� �で割った商で　　�

　 �� �の倍数の個数は，����を� �� �で割った商で　　�

　���� �� �であるから， Q� ��Q �� �の倍数はない。

よって　　D �������������� ��

次に，��から�����までの自然数のうち，

　��の倍数の個数は，����を���で割った商で　　�����

　 �� �の倍数の個数は，����を� �� �で割った商で　　��

　 �� �の倍数の個数は，����を� �� �で割った商で　　�

　 �� �の倍数の個数は，����を� �� �で割った商で　　�

　���� �� �であるから， Q� ��Q �� �の倍数はない。
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よって　　E ��������� ��

更に，��から�����までの自然数のうち，

　��の倍数の個数は，����を���で割った商で　　�����

　 �� �の倍数の個数は，����を� �� �で割った商で　　�

　���� �� �であるから， Q� ��Q �� �の倍数はない。

よって　　F ���� ��

与えられた等式から　　STU��S �T �S ���T  ������������　……�①14

S，T，U�は素数であるから，�，�，��，��，���のいずれかである。

また，�S�T���であることがわかる。

もし��S�T ��であるとすると，これを満たすのは�S �，T ���のときだけである。

このとき�S���T ����となり，①�を満たさない。

よって，�S�T�は��，�，��，��，���のいずれかであり，更に，

S���T�����･� �� �であるから　　S���T ��

これを満たすのは　　S ア�，T イ�

このとき，�S�T ���であるから　　U ウ��
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%$6,&問題
����から�����までの整数のうち，次の整数の個数を求めよ。１

���　��かつ���の倍数　　　　　　　　　　������　��または���の倍数

���　��で割り切れるが���で割り切れない整数

���　��と���の少なくとも一方で割り切れない整数

6+2-,�の���文字をすべて使用して作成した文字列をアルファベット順の辞書式に並べる２

とき，-,6+2�は何番目の文字列であるか。

�，�，�，�，�，�，��の���個の数字から異なる���個の数字を取り出して���桁の整数を作３

るとき，次のような数は何個あるか。

���　��桁の整数　　　�　　　���　偶数　　　　　　���　�����以上

正十角形について，次の数を求めよ。４

���　対角線の本数

���　正十角形の頂点のうちの���個を頂点とする三角形の個数

���　����の三角形のうち，正十角形と���辺だけを共有する三角形の個数

正四角錐の���つの面を，赤青黄緑紫の���色すべてを使って塗り分ける方法は何通りある５

か。

[�\�] ���と次の条件を満たす�[，\，]�の組は，全部で何個あるか。６

���　[，\，]�は負でない整数　　　　　　　����　[，\，]�は自然数

6WDQGDUG問題
$7/$17$�の���文字を���列に並べるとき，次の問いに答えよ。７

���　並べ方は，全部で何通りあるか。

���　$�が両端にくる並び方は，全部で何通りあるか。

���　7�が隣り合わない並び方は，全部で何通りあるか。

<2.2+$0$�の���文字を横���列に並べて順列を作る。次のような順列は何通りあるか。８

���　$$�と�22�という並びをともに含む順列

���　<，.，+，0�がこの順に並ぶ順列

1$*2<$-2�の���個の文字をすべて並べるとき，次の問いに答えよ。９

����$$�と�22�という並びをともに含む順列は何通りあるか。

����同じ文字が隣り合わない順列は何通りあるか。

正五角柱の���つの面を，赤，青，黄，緑，黒，紫の���色で塗り分ける。ただし，隣り合う10

面は異なる色を塗る。また，��色はすべて使う。なお，回転して同じになるものは同じ塗

り方とみなす。このとき次の問に答えよ。

�������つの五角形の面を同じ色で塗るような，正五角柱の塗り方は何通りあるか。

����正五角柱の塗り方の総数は何通りあるか。

赤玉���個，青玉���個，黄玉���個がある。これらの玉にひもを通して輪をつくる方法は何通11

りあるか。
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���人を次のように分けるとき，分け方は何通りあるか。12

���　��人，��人，��人の���つの組に分ける。

���　$，%，&，'�の���つの組に，��人ずつ分ける。

���　��人ずつの���つの組に分ける。

���　��人，��人，��人の���つの組に分ける。

次の条件を満たす整数の組�� �D ， �D ， �D ， �D ， �D �の個数を求めよ。13

���　�� �D � �D � �D � �D � �D ��

���　 �D � �D � �D � �D � �D ��， �D ��， LD �����L �，�，�，��

実戦問題
��から����までの自然数の各数字を���つずつ記入した����枚のカードがある。これらを�$，14

%，&�の���つの箱に分けて入れる。

���　空の箱があってもよいものとすると，分け方は何通りあるか。

���　空の箱があってはならないとすると，分け方は何通りあるか。

正八面体について考える。ただし，回転させて一致するものは同じものとする。15

���　頂点に��，�，……�と順に番号を付けるとき，番号の付け方は何通りあるか。

���　��つの面を赤に，残りの���つの面を白に塗るとき，塗り方は何通りあるか。

���　��つの面を赤に，残りの���つの面を白に塗るとき，塗り方は何通りあるか。

$

%

&

東西

南

北右の図のように東西に���本，南北に����本の道が

ある。東西の道と南北の道の出会う地点を交差

点とよび，隣どうしの交差点を結ぶ道を区間と

いうことにする。$�地点から�%�地点に進むと

き，次の問いに答えよ。ただし，どの交差点に

おいても，東西および北のいずれかに進むこと

はできるが，南に進むことはできないとする。

16

また，後戻りもできないとする。図の中の太線は道順の例を示したものである。

���　$�地点から�%�地点へ行く道順の総数を求めよ。

���　&�地点を通って，$�地点から�%�地点へ行く道順の総数を求めよ。

���　$�地点から�%�地点まで����区間で行く道順の総数を求めよ。
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%$6,&問題
あるクラス�����人の中でバナナが好きな人が����人，イチゴが好きな人が����人，バナナと１

イチゴ両方が好きな人が����人いた。バナナとイチゴがいずれも好きでない人は何人か。

命題「[!��ならば， �[ !��である」について，その逆，対偶を下の命題�$，%，&，'２

から選ぶと，逆は�
ア

　 ，対偶は�
イ

　 �である。

$　[���ならば， �[ ���である。　　　　���%　 �[ ���ならば，[���である。

&　 �[ ���ならば，[���である。　　　　　'　 �[ !��ならば，[!��である。

また，命題�$，%，&，'�のうち，真であるものは�
ウ

　 �で，他は偽である。

��つの集合�  $ � ���，�， ���� �D � �D D �� ，  % � ��� �，D， ���D �D �， ���D D �� �の共３

通部分�$�%�が�^��，��`�であるとき，D�の値を求めよ．ただし，D�は実数とする．

[，\�は実数とする．次の� � �にあてはまるものを，下の��D��～��G��の中から選べ．４

���　 ![ \�は， !�[ �\ �であるための� � ．

���　 !�[ �\ �は， !�[ �\ �であるための� � ．

���　 !�[ \ ��は， ![ ��または� !\ ��であるための� � ．

���　 �[ ��または� �\ ��は， ���[ �\ ��であるための� � ．

　�D�　必要条件であるが，十分条件でない

　�E�　十分条件であるが，必要条件でない

　�F�　必要十分条件である

　�G�　必要条件でも十分条件でもない

次の命題の否定を作れ。次に，その真偽を判定せよ。５

���　｢すべての実数�[，\�について� �[ � �\ !�｣

���　｢ある実数�[�について� �[ �[��!�｣
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67$1'$5'問題
���人の受験者に�$，%，&�の���問よりなる試験を行った結果，$�の正解者は����人，%６

の正解者は����人，&�の正解者は����人，$，%�の正解者は���人，$，&�の正解者は����人，

%，&�の正解者は����人，$，%，&�の正解者は���人であった。$，%，&���問とも間違え

た者は�
ア

�人で，$�のみの正解者は�
イ

�人，$，%�が正解で�&�を間違えた者は

ウ

�人である。

D!�，E!��のとき，�D ��
�

E �E ��
�

D
�の最小値と，最小値をとるときのDE�の値を求めよ。７

実戦問題
D，E，F�がすべて���より小さい正の数のとき，��つの不等式８

　　　　　D�� �E !
�

�
，　E�� �F !

�

�
，　F�� �D !

�

�

が同時には成り立たないことを示せ。

[�\�] 
�

[
�
�

\
�
�

]
 ��のとき，[，\，]�のうち少なくとも���つは���に等しいこ９

　とを示せ。

関数�I � [  
�Q[ ��� �D � �D ��……� � QD [��

�
�D � �

�D ��……� � �
QD �を考える。10

ただし，Q�は正の整数で， �D ， �D ，……， QD �は実数である。

���　すべての�Q�に対し，常に�I � [ ���であることを示せ。

���　 ��� ����D �D �……� QD Q� �����D
�
�D �……�

�
QD �であることを示せ。

���　 �
� ����D �D �……� QD  Q�

�
�D � �

�D ��……� � �
QD �であれば， �D ， �D ，……， QD ��は

　すべて等しいことを示せ。


